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PRESENTACION

Con el titulo 300 problemas de dlgebra lineal y
geometria se presenta el segundo libro de la coleccion
«300 problemas de...» cuyo contenido se agrupa bajo
siete capitulos en los siguientes epigrafes: 1) Estructu-
ras, 2) Espacios Vectoriales, 3) Determinantes, Matri-
ces y Sistemas, 4) Aplicaciones lineales y bilineales,
S Polinomios, 6) s H

. Ho-
motecias y Semejanzas y 7) Areas y Volimenes de
Cuerpos Geoméricos.

Cada capitulo va encabezado con unos Conceptos
tedricos que ayudardn al alumno en la comprensién de
los problemas planteados y resueltos de forma minu-
ciosa.

Con este libro pretendemos ayudar a aquellos
alumnos bien de COU, bien de Primer Curso de Cien-
cias o Escuelas Técnicas que han de seguir el curso
de Algebra Lineal y no tienen bien consolidados los
conocimientos de cursos anteriores. Este libro, les serd
de una gran ayuda para rellenar las lagunas de cono-
cimientos que posean e incluso para desmenuzar aque-
llos ejercicios que les expliquen en clase ya que aqui
no hemos dado por sabido la gran cantidad de con-
ceptos previos, cosa que es practica habitual en los
cursos universitarios.

Por iltimo he de agradecer la colaboracion presta-
da por el compaiiero Juan Antonio Barcelé Valcdrcel,
que leyé el contenido de este libro y me aporté suge-
rencias que contribuyeron a enriquecerlo.

Andrés Nortes Checa






1. Estructuras

CONCEPTOS TEORICOS

— Semigrupo: (C, +) es semigrupo si verifica las propicdades de
operacion interna y asociativa.

—-Semigrupo con elemento neutro: (C, +) s semigrupo con cle-
mento neutro si verifica las propiedades de operacion interna, aso-
ciativa y existencia de elemento neutro.

— Grupe: (C, *) es grupo si verifica las propiedades de opera-
cion interna, asociativa, elemento neutro y elemento inverso.
po conmutativo o abeliano: (C, +) es grupo abeliano si
ademis de las propiedades e grupo verifica la propiedad conmuta-
tiva.
— Subgrupo: Sea (G, ) grupo y S un subconjunto de G tal que
(S, *) es grupo, entonces (S, #) recibe el nombre de subgrupo de G.

nillo: (S, , +) es semianillo si: 1) (S, +) es semigrupo
abelianc; 1| .- |es semigrupo, y 3) S verifica I propiedad distri-
butiva de - respecto

— Anillo: (A, », +) es anillo si: 1) (A, ) es grupo abeliano; 2)
(A, +) es semigrupo, y 3) Se verifica la propiedad distributiva de *
respecto .

— Subanillo: Sea (A, +, +) anillo y B un subconjunto de A tal

que (B, #, +) es anillo, entonces (B, », +) recibe el nombre de
subanillo de A.



— Cuerpo: (C, », * ) es cuerpo si: 1) (C, #) es grupo abeliano; 2)
(C, +) es grupo, y 3) Se verifica la propiedad distributiva de -
respecto de ».

— Subeuerpo: Sea (C, +, +) cuerpo y M un subconjunto de C
tal que (M, », + ) es cuerpo, entonces (M, », * ) recibe €l nombre de
subcuerpo de C.

— Homomorfismo: Dados (A, #) y (B, + ), una aplicacion f de A
en B es un homomorfismo si se verifica:

Va, beA = f(a » b)=f(a)  f(b)

— Isomorfismo: Cuando f es homomorfismo y ademis la apli-
cacién es biyectiva.

— Homomorfismo ¢ isomorfismo entre grupos,
La misma definicion, pero en cada caso los conjunt
to de una o dos operaciones deben de tener las estructuras de
grupo, anillo o cuerpo.

— Niicleo de un homomorfismo: Dado un homomorfismo f de
(A, +) en (B, - ), llamamos niicleo, Ker (7), al conjunto de todos los
elementos de A cuya imagen, mediante f, es el clemento neutro de
B, )

PROBLEMAS

1. En el conjunto Z de los mimeros enteros se definen las operacio-
1) xsey=3x+2y
2) xsy=xy+l

3) xey=y
/Qué propiedades tiene cada operacion?

Solucién
1) La operacion: x » y=3x+2y tiene las propiedades:
— Operacion interna: ¥x, y € Z = x » y=3x+2y € Z

10



La

Si la cumple.

Propiedad asociativa: (x * y) * z=x % (y » 2)

(x»y)#z=3(x * y)+22=3(3x+2y)+22=9x+6y +22

Ko (y * 2)=3x+2(y » 2)=3x+20y +22)=3x +by + 4z
No la cumple: (x » ) » z#x * (y + 2)

Elemento neutro: X » e=x
Xse=3x+2e=x = e=—x
No la cumple, porque ¢l clemento neutro no es inico.
Propiedad conmutativa: X * y=y + X
Xoy=3x+2y
yex=3y+2
No la cumple: x » y#y s x

operacion X » y=3x+2y solamente es interna.

La operacion x » y=xy+1 tiene las propiedades:

Operacin interna: Vx, yeZ = x» y=xy+1€Z

Si la cumple.

Propiedad asociativa: (x * y)# z=X » (y +2)
(x*y)sz=(x*y)z+1=(xy+1)z+1=xyz+2+1
Xy 2 2)=x(y » 2)+1 =x(yz+ 1) =xyz+x+1

No la cumple: (x » y) » 2#x  (y + 2)

Elemento neutro: x » e=x

xre=xetl=x=e=

X

No la cumple, porque e varia segin el valor de x.
Propiedad conmutativa: x + y=y » x

xoy=xy+1



»

yox=yx+1
Si la cumple.
La operacién x » y=1xy+1 es interna y conmutativa.

3) La operacién: x » y=y tiene las propiedades:
— Operacién interna: ¥x, yeZ =>x+y=yeZ
Si la cumple.

— Propiedad asociativa: (x + y) # z=X * (y 2)
(x*y)rz=z
x*(y*x2)=y*2=2

Se cumple

— Elemento neutro: x * *x=x

xse=e
e=x

eax=x
No la cumple.
— Propiedad conmutatioa: x s y=y * X
xey=y
¥ x=x
No la cumple: x » y#y * x

La operacion: x » y=y es interna y asociativa.

En el conjunto Z de los nimeros enteros se definen las operacio-
nes:

1) asb=ab?
2) asb=ab—a—b+2
3) asb=a+2b

(Qué propiedades tiene cada operacion?



Solucion
1) a+b=ab? es operacion interna.

2) asb=ab—a—b+2 es operacion interna, asociativa, el ele-
mento netro es e=

ol simétrico a’ no existe, ya que &'=

ey e
5o siempre tendra solucién en Z y es conmutativa.

3) asb=a+2b es operacién interna.

3. En el conjunto Q de los nimeros racionales se definen las opera-
ciones:

D ab=2 e gx0- (6 Wix=-3}
a+b
e @i Wlx

Qué propiedades tiene cada operaciin?

2) adl

Solucion

1) La operacion: al

ab sEa
g tene las propicdades:

— Operacién interna: Va, be Q = acb=

e
Si la cumple.
— Propiedad asociativa: Ya, b, c € Q (asbjc=ac(bec) .
A, e,
L (abje _a+b a+h abe
(@b+c ab _abt(atbc abtactbe
a+h a+h



be abe

o ) _ “bre b+c abc
ST a ¥ e bc a(b+c)+bc ab+ac+be
ab— S
btc b+c
Si la cumple

— Elemento neutro: Ya€ Q ace=eca=a

ae 5
ace=——=2 = ae=a’+ea = a=0
ate

ca
ea=——=a = ca=eata’ =a=0

c+a
El clemento neutro no existe.

— Propiedad conmutativa: acb=bea

B b
a+b Tb+a
Si la cumple.

ab
—— es interna, asociativa y conmutativa.
a+h i

tiene las propiedades:

b
2) La operacion asb= I‘j

ab
. a+b
— Operacion interna: ¥a, be Q = acb=r" € Q.
Si la cumple.
— Propiedad asociativa: Va, b, ¢ € Q (asb)oc=as(bec)
a+b £ a+b+c—abe
L _(asb)+c _T-ab T-ab a+b+c—abe
“bc 1-ab—ac—be

P T-@be | _atb
1



b+c a-abc+btc

L at(b) be T—be a+b+c—abc
v ’|~a|bac)" ab+c’ —bc—ab—ac 1—ab—ac—bc
T=be T-be
Si la cumple.

— Elemento neutro: Ya € Q ae=c-a=¢
a 2.
me="" —=a=ate=a—ale = e=0
1—-ae

Tiene clemento neutro e=0.

— Elemento simétrico: Ya € Q a-a

Tiene clemento simétrico a’

— Propiedad conmutativa: acb=ba

a+b bia b+a
I—ab T l-ba

Si la cumple.

- atb . T
La operacion acb={— - s interna, asociativa, tiene clemento

2

cutro, elemento simétrico y es conmutativa,

-

En el conjunto Q de los niimeros racionales, se definen las opera-
ciones:
xX+y
1) Fepmand:
) xey F]

en QXQ—{(X. »ix

1Qué propiedades tiene cada operacion?




Solucion

4 PP a F
1) x T” es operacion interna y tiene la propiedad conmu-
tativa.
, Xty .
2) La operacion xoy = s intern, asociativ, posee cl-

mento neutro, y el simétrico de a es —a, teniendo también la pro-
piedad conmutativa.

5. En el conjunto
A={-3, -2, -1,0,1, 2}
asb=a-+2b.

Se define la operacién:
Se pide:

1) (Es la operacion » interna en A?

2) Determinar:
(=29 *(-1

2e(-3)

2%(-2

3) Formar el conjunto M de parejas (a, b) de elementos de
A tales que: ac A bedyarbe

Solucion

1) Formamos la tabla



No es operacion interna ya que el componer elementos de A
mediante la operacion + no siempre resultan clementos de A.

2) (-9 s(-1)=—4¢A
24 (-Y=—4¢A
2 (-)=-2¢eA

3) El conjunto M a la vista de la tabla anterior esta formado
T

M={-1, 0}

6. Comprobar que el conjunto C={e, a, b, c, d} con la operacion »
definida en la tabla da lugar a que (C, *) sea un grupo:



Solucion
n

— Operacidn interna: Todo elemento de la tabla pertenece a C,
luego Vx, yeC=x+yeC.

— Propiedad asociativa: ¥x, y, € C (x+y) s z=x * (y * 2).
Tomando tres elementos cualesquiera a, b, ¢
(asb)s
as(bs

I

Con otros tres elementos cualesquiera a, ¢, d

Elegidos tres elementos cualesquiera se cumple la propiedad
asociativa.

— Elemento neutro: x € C el elemento neutro es e porque ope-
rado con cualquier otro da este otro.

— Elemento simétrico:
El simétrico de e es e porque ¢ x e=¢

El simétrico de a es d porque a d=e



El simétrico de b es ¢ porque b+ c=¢
El simétrico de ¢ es b porque ¢ » b=e
El simétrico de d es a porque d  a=e
— Propiedad conmutativa: ¥x, y €C X+ y=y +x.

Trazando la diagonal principal todos los elementos situados
por cncima tienen su simétrico por debajo.

Por tanto (C, *) es grupo abeliano.

7. En el conjunto A={0, 1, 2, 3, 4) se ha definido la operacién +
dada por la tabla adjunta:
01234
o234
NIEEEE

~

23041
334102

442310

Se pide:
1) ;Qué propiedades tiene?
2) (Es (A, +) grupo?



Solucio
1) Tienc las propiedades:

— Operacién interna.

— Elemento neutro (el 0).

— Elemento simétrico (de 0 s 0, de 1 es 1, de 2es 2, de Jes 3
y de 4 es )
2) (A %) no es grupo por no cumplir la propiedad asociativa
ya que

(152)03#1(2%3)

8. Demostrar que los elementos
A=(1, 0); B=(=1,0;: C=(0, 1) y D=0, 1)
Jorman un grupo respecto de la ley + definida asi:
(@ b) » (¢, d)=(ac~bd, ad+bc)

Solucion

Formamos la tabla

.

A la vista de la misma se verifican las propiedades:

— Operacién interna
— Propiedad asociativa

20



— Elemento neutro es A=(1, 0)
— Elemento simétrico:

Elde A=(,0)  es A=(10)

El de B=(~1,0) e B=(~1,0)

Elde C=(0,1) e D=(, —1)

El de D=(0, —1) e C=(0, 1)
— Propiedad conmutativa: La tabla es simétrica respecto a la

diagonal principal.
Se trata- de un grupo abeliano

9. Demostrar que (Z, +) tiene estructura de grupo abeliano siendo
la operacion definida »

Vx, yeZ xey=x+y+n siendo n (fijo) € Z

Solucion

— Operacién interna: Se cumple porque la suma de dos niime-
T0s enteros mas otro fijo n € Z siempre es otro entero.

— Propiedad asociativa: ¥x, y, 2 €C (xsy) s z=x*(y +2)
(x#y)*2=(x » y)+z+n=@+y+n0)+z+n=x+y+2+20
Xu(y +D)=x+(y » D+n=x+(y+z+n)+n=x+y+z+20

— Elemento neutro: VX €Z = x » e=¢ # X=X

Xse=x+e+n=x =e=

n
— Elemento simétrico: VX e Z = x s X'=x * x=¢

X#X=xX+xX+n=-n=x=-x-2n

— Propiedad conmutativa: Vx, y €Z x + y=y * X
Xsy=x+y+n
y*x=y+x+n



Se cumple que (Z, +) es grupo abeliano

10. En el conjunto Q de los mimeros racionales se considera la
operacin + dada de la siguiente forma:

Ya, beQ asb=a+b+ab
Se pide:
1) Qué propiedades tiene?
2) (Dan lugar a alguna estructura conocida?.

Solucion

1) Las propiedades que cumple son:
— Operacion interna
— Propiedad asociativa

— Elemento neutro (e=0)

— Elemento inverso

— Propiedad conmutativa

Para a=—1 no tiene ni elemento neutro ni elemento inverso

2)  (Q *) es semigrupo conmutativo con elemento neutro
(Q—{1}, *) es grupo abeliano.

11, Se considera el conjunto A=R*xZ (R*=R—{0}) en el que se
define la siguiente operacion:

(xn) e (y, m)=(x-y, ntm),  V(x, n); (5, m)eA
Probar que (A, +) es grupo abeliano



Solucion
— La operacion es interna
— Propiedad asociativa
[(x, n) * (v, m)] * @ pP)=(x, n) = [(y, m) » & p)]
(xy, n+m) * (z, (%, n) * (y2, m+p)
[xy)z, (n+m)+p]=[x(y2), n+(m+p)]
— Elemento neutro es (1, 0)
x n)* (1, 0)=@"1, n+0)=(x, n)
— Elemento simétrico
(x n) s (x, 1)=(1, 0) =

L xx'=1
(x-x, n+0)=(1, 0) = {n+n'=0 - {n _

s

— Propiedad conmutativa
(x, 1) * (y, m)=(y, m) * (x, 0)
(xy, n+m)=(yx, m+n)
Por tanto
(A, ) es grupo abeliano

12. En un grupo conmutativo G, se pide resolver la siguiente ecua-
cion

abxe=cxax
Solucion
Al ser el grupo conmutativo la ecuacion se puede poner de
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la forma siguiente:
abxc=acxx
a~'(abxc)=a""'(acxx)
(a~"a)(bxc)=(a™'a)exx
bxc=xxc
(bxc)e™ = (xxc)e™!

bx(cc™!) =xx(cc ™)

bx=xx

(bx)x~! = (xx)x

blxx™)=x(xx ")
b=x

13. En un grupo no conmutativo G, se pide resolver la siguiente
ecuacion:

axch=abe
Solucion
axcb=abe < a~}(axcb)=a~'(abe) =
xcb=be <« (xcb)b~!=(bc)b™! =
xe=beb™! < (xeJo ™' =(beb )" o
x=beb~tc™!

14. Se considera el grupo abeliano (G, © ) y se define en G una
segunda operacion + de la siguiente manera:

x*y=acxoy
Siendo a un elemento fijo de G distinto del elemento neutro.

Demostrar que (G, =) es grupo abeliano.



Solucion
— Operacion interna: Vx, y € G = x + y € G, se cumple

— Propiedad asociativa: Vx, y, z€G = (x»y) » z=
=xe(y*z)
(Xx*y)sz=(@oxoy)#z=ac(@cxoy)ez=acacXoyoz
X#(ysz)=acxo(ysz)=acxo(@acyoz)=acasxeyocz
La cumple
— Elemento neutro: ¥x€G = x s e=¢ » X=X
Xx+e=aoxoe .

aoxoe=x =e=a"
exx=a0eox

— Elemento simétrico: Yx € G = x » x'=x" « x=¢
xex'=acxox
X ex=aox ox

— Propiedad conmutativa: Vx, y€ G =x»y=ysx
X#y=aoXoy=asyox=yax
Por tanto (G, +) es grupo abeliano o conmutativo
15. En el conjunto RxRxR se define la siguiente operacion:
(@, a3, a3) ¢ (by, by, by)=(a,+by, ay+by, a3 +bs+a,b,)
Demostrar que (RxRXR, +) es grupo.
Solucion
. — Operacion interna: Se cumple por la definicion de la opera-
cion.
— Propiedad asociativa:
(@5, 8z, 35) * (b, by, bo)]* (04, €3, €3)=(ay, 2, 25) %
*[(by, by, by) * (04, 30 ¢5)]
Desarrollando los dos miembros se obtiene:



(8, 4+by+¢;, 4, +b,+¢;, a3 +by+Cy+byc;+a, by +a,c;)
— Elemento neutro: Existe, y es (0, 0, 0), pues:
@y, a5, 33) % (0, 0, 0)=(0, 0, 0) » (a,, a5, a;)=(a,. a3, a3)
— Elemento simétrico

(@, 3, a,) + (3}, 3, 23)=(0, 0, 0)
de donde:
(@), a;, ay)=(-a,, —a; —a,+2,3,)
Por lo tanto, (R xR xR, ) es grupo.

16. En el conjunto RxR* se define la operacion:
(a, b) < (c, d)=(bc+a, bd)
Demostrar que (R x R¥, < ) es grupo pero no grupo conmutati
vo.

Solucion
— Operacién interna: Se cumple por la propia definicion.

— Propiedad asociativa:
[ b) e, d)] = (e D=(a b)=[(c, d) < (e, D]
Desarrollando los dos miembros se llega en ambos a la siguien
te expresion:

(bde+be+a, bdf)

— Elemiento neutro:
(8, b) = (m, n)=(a, b)
de donde
(bm + 2, bn)=(a, b)



e igualando:
bm+a=a
bn=b
El elemento neutro es (0, 1).

},...=o,.,=.

— Elemento simétrico:

(a b)o (@, b)=(0, 1)

(ba'+a, bb)=(0, 1) 9{

ba’ﬂ.—.o»
bb'=1

El simétrico de (, b) es (_%. %)

— Propiedad conmutativa:

bd)
), (be-+a, bd)#(da +c, bd) ’:-::;u

(RxR*, <) es grupo pero no conmutativo.

17. En el conjunto Q de los mimeros racionales se define la opera-
cién » asi:
asb=Tatmab+7b-7
Se pide:

1) Qué valor tiene el pardmetro m para que exista ele-
mento neutro?

2) Una vez obtenido el valor de m, determinar los elemen-
tos de Q que tienen simétrico.

3) Comprobar si se cumple la propiedad distributiva de +
1 5

respecto de la suma tomando como_elementos . ; vy



Solucion

1) Por definicion: a+ e=a
ase=TatmaetTe—T=a =

m=-6ye¢

2 Por definicion: a+ '

awa'=Ta-6aa' +7a' =71

a'(71-6a)=8-Ta
-8-Ta f
w2 (and)

3) Propiedad distributiva:

()

Desarrollamos cada miembro:

G346+

31,10 i
Por lo tanto, s #g5 ynoes distributiva.

18. En el conjunto Q se define la operacion:
Xey=x+dry+y
Se pide:

1) Estructura de (a—{-%}, )



2
2) Simétrico de -3
" 4 (1.3 4 1 4 3
2 wewmmersin (b2 Belfoffed)
Solucion
1
n (Q—{—Z}. > es grupo abeliano, siendo el elemento
-

neutro €=0 y el simétrico de X es X'=

Tax’

2)  El simétrico de -% es:

4 ] & 4 1 4 3
) 3"(3*3)*(3“5)*(5"5)

No se cumple la igualdad.

19. Probar que el conjunto C={f,, fy, fy, far f5. fo} cuyos elemen-
tos son las aplicaciones:

f@=x L= fi="

tiene estructura de grupo respecto de la ley de composicién

Jre fix)=fiLfi(x)]



Hallar los subgrupos.
Solucion

Para ver si forman grupo, en primer lugar hay que com-
probar si la operacion - es interna, para ello se forma Ia tabla ad-
junta:

x—

1 1
fe r,(x)=r,(r,(xu:r,(—)= -1

X
(1-x)

fs o [0 =5 [01=f,01-0=

y asi sucesivamente, obteniéndose:

Es operacion interna.

— Propiedad_asociativa: Tomando tres elementos de C, por
cjemplo, f, f,, f se cumpli

fyo o f) =0 ,) o f

[0 o (@ ()]0 =L {f[fs(x)]} :[xl:[4<

%=




1
=610 ==l

— Elemento neutro: Es f,, porque f, +f,=f, + f,=f,

— Elemento imersos A Ia vista de Ia tabl:
E
El inverso de s

El inverso de fy es Ty

inverso de f, es f,

El inverso de f, es fy
El inverso de y es [,
El inverso de f es f,
— Propiedad conmutativa: No todo elemento de la tabla tiene
su simétrico respecto de la diagonal principal.

Por lo tanto, (C, <) es grupo.
Son posibles los siguientes subgrupos:

=l B} Hy={ G} Hy={f, G} He={f, G f)
ya que respecto a la operacién o tienen estructura de grupo.

20, Probar que el conjunto G=1f,, fy, f} cuyos elementos son las
aplicaciones

x+4/3
Si(x)=
w5 0 xvf
tiene estructura de grupo respecto de la ley de composicion

Uix)1

fo)=x  f(x)=




Solucién
— La operacién es interna segin se desprende del cuadro ad-

junto

— Verifica la propiedad asociativa
— Elemento neutro es f,
— El simétrico de f, es f,, ¢l de [, es f; y el de fy es T,
— Es conmutativa

Por lo tanto (G, ) es grupo abeliano

21 Demostrar que c={: :;: 4, b€ Z} con la operacion producto

ordinario es un subgrupo de (Q*, * ) siendo @* =Q {0}

Solucion
Las operaciones que verifica son las siguientes:
— Operacién interna
143a 143c _ 1+3(a+c+3ac)
T+3b 143 1430+d436d < C
La cumple
— Propiedad asociativa: Tomando tres clementos de C s¢ com-

prueba ficilmente y es consecuencia de que al ser C un subconjun-
to de Q* y ser (Q*, *) grupo, C admite la propiedad asociativa
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— Elemento neutro; Existe y vale -

— Elemento simétrico: El simétrico de
1+3a 143b
e
1+3b * 133
— Propiedad conmutativa:
143a 143c_1+3c 1+3a
T43b 143 1+3d 1+3b
Por tanto (C, + ) es-grupo y subgrupo de (Q®, + ).

pues su producto es ;

22 Demostrar que el conjunto C={2°- 3*|a, b € Z} con la opera-
cién producto ordinario es un subgrupo de (R*, - ) siendo R*

=R~
Solucion
Las operaciones que cumple son:
— Operacién interna:
@) (5 W)= P
— Propiedad asociativa: La cumple

— Elemento neutro: Es 2°-3° pues
@M@
= Benento siméyico: Bl simkerca de 23 e 2
@M@ I=23
— Propiedad conmutativa: También la verifica.

Por lo tanto (C, + ) es grupo y subgrupo de (R®, + )

23 Se considera el grupo multiplicativo de los restos de Z médulo 5.
Demostrar que es grupo ciclico e indicar el generador.



Solucion

El conjunto Z de los nimeros enteros clasificados modulo
5 son:

~5,0,5,10, 15, ..
—4,1,6, 11, 16, ..
-32,7,1217, ..
—2,3,8,13, 18, ..
1,49, 14,19, ..}

Formamos la tabla de multiplicar excluyendo la clase 0 resul-
do:

}
}
}
}

tan
1233

Tiene estructura de grupo y ademis es ciclico siendo elementos
generadores ¢l 3 y ¢l 2 pues:

ER I

P32
ER
P32

24, Se considera el grupo multiplicativo de los restos de Z médulo 7.
Demostrar que es grupo ciclico e indicar el generador.



Solucion

La tabla de multiplicar excluyendo el 0 es:

OBl wl

654321

o

Existen dos generadores de este grupo ciclico, ¢l 3 y el 5.

2. Enel conjunto G={1, ~1,x, —x, %, —x‘) se define la opera-

cion de multiplicar, s 53 y XL
Se pide:

1) Formar la tabla de multiplicar y ver si tiene estructura
de grupo.

2) Hallar en caso ofirmativo los subgrupos H de G

3) (Se puede considerar que (G, + ) es un grupo ciclico?
(Cual es el clemento generador?



Solucion

1) Formamos la tabla de multiplicar:

1 -1 x - X —x?

1 1 -1 x -x X -
=1 1 == x -x2 o«

x x -x  x =x 1 -1
-x | =x x -x2 x -1 1
P I S B B
-xt | -x2 2 -1 1 -x x

Veamos las propiedades:
— Operacién interna: La cumple

— Propiedad asociativa: Tomando tres elementos cualesquiera,
por cjemplo —1, x y x? vemos que:

[=1x]x*=(=1x - x%)
— Elemento neutro: Es el |

— Elemento simétrico: El simétrico de 1 es I, el de —1es —1,
eldexesxtelde —xes —x% el de x* es x y el de x? es —x

— Propiedad conmutativa: Se cumple al ser la tabla simétrica
respecto su diagonal principal.

Por tanto (G, + ) es grupo abeliano.

2)  Los subgrupos que se pueden formar son:

| -1 1 x  x
[ 1l ox ox
1| -1 1 x| x x 1
a2 | = 1 x

H={1, -1} Hy={L. x, x}}



3)  Se puede considerar que (G, * ) es un grupo ciclico ya que
las potencias sucesivas de (—x) son los elementos de G.
ELcemento () rcbe el nombre de generador el gropo cil-
(G, *), p

(-x°= 1
(-x'=
(= %

Otro elemento generador es —x?
(=xP= 1 (e
(“afhs - (~x)= w2
_xii x (=x¥ ==

26. En el conjunto G
multiplicar, siendo i*

Se pide:
1) Formar la tabla de multiplicar y ver si (G, + ) es grupo.
2) Hallar los subgrupos H' de G.

3) iSe puede considerar que (G, + ) es grupo ciclico?
iCudl es el elemento generador?

1, ~1, i, ~i} se define la operacion de
-1

Solucion

1) Formamos la tabla de mlllllpllur

Se deduce de la misma que (G, - ) s grupo abeliano, siendo cl
elemento neutro 1.

3



2)  El inico subgrupo que hay es H={1, —1}.
3) (G, +)es grupo ciclico, siendo el elemento generador i o
—i, pues:
=1 (=iP=1
i (=it=—i
(=iP=-1

(=ip=i

27, Probar que el conjunto G={(a, b)/a, b€ 0, a0} con la ley
de composicién
(a, b) » (¢, d)=(ac, be+d)
forma grupo. (Es conmutativo?
Probar que el conjunto H={(1, b)/b € Q} es subgrupo de G.
Solucion
1) Para ver que (G, *) sea grupo hay que comprobar que se
verifican las siguientes propiedades:
— Operacién interna: ¥(a, b), (c, d) € G = (a, b) * (¢, ) € G
— Propiedad asociativa: ¥(a, b), (¢, d), ¢ ) € G
[(a, b+ (& )] (e, D=(a b) + [(c, d) + (& D]
En efecto,
[(@,b) + (¢, d)] * (e, N =(ac, be+d) * (¢, N=(ace, bee+de-+1)
(,5) » [(c, d) * (¢, D] =(a, b) * (ce, de-+1=(ace, bee +de+1)
— Elemento_ neutro:

(a b) = (, j)=(a, b)
i, biti)=(a, b) = {:jo

(a, b) * (i, j



El elemento neutro e (1, 0)
— Elemento simétrico: Operando por la derecha:

1
m=—
a

(@ b) * (m, n)=(1, 0) = (am, bm+n)=(1, 0) 9{

Operando a la izquierda:

(m, ) * (&, b)=(ma, na+b)=(1, 0) >

El simétrico de (s, b) es (1, _‘1)
a T

— Propiedad conmutativa: No se cumple.
(@ b) « (¢, d)=(ac, be+d)
(¢ d) * (a, b)=(ca, da+b)
(a b) * (c, d)#(c, d) » (a, b)

Por lo tanto, (G, %) es grupo no conmutativo.

2)  Para probar que H es subgrupo de G, tomando dos ele-
mentos (1, a) y (1, b) de H se cumple:
(1, @) «(1, by=(l, a) + (1, =b)=(1, a-b)eH
Se cumple que H es subgrupo de G.

28. Se considera el conjunto G={(a, b)/a, be R y a#0} con la
ley de composicion +

(@, b) * (c, d)=(ac, ad+b)
Se pide:



1) iEs grupo (G, +).
2) Probar que | H ((a‘ 0)/ae R} C G con la operacion +
es un subgrupo d

Solucion
1) Es grupo. El elemento neutro es (1, 0) y el simétrico de (a,
e fi =3
) Hes subgrupo de G, pues:
@ 0+ (6, 0=, 0)» (l o)

inducen en el conjunto Z de los enteros una estructura de anillo.

Solucion
1 Respecto a la operacion + se verifican las siguientes propie-
dades:
— Operacién interna: ¥x, yeZ > x+yeZ
— Propiedad asociativa: (x + y) + 2=X * (y + 7)
(x*y) s z=(x* Y)+2—6=(x+y—6)+z—6=x+y+2—-12
X% (y*2)=X+(y *2)-6=x+(y+2-6)-6=x+y+z-12
Vx, y, z€ Z se cumple.

— Elemento neutro: Yx€Z  xse=e*x=x
Xse=x+e—6=x = e=6

— Elemento simétrico: YxeZ — x #x'=x'*x=¢



XX =x4X=6=6=x'=12—x
— Propiedad conmutativa: Vx, yeZ ~ xsy=y*x
Xey=x+y-61 . cumple
yex=y+x—6
(2, +) es grupo abeliano.
2)  Respecto a la segunda operacion « se verifican las siguien-
tes propiedades:
— Operacin interna: ¥x, yZ =X oy €Z
— Propiedad asociati

VX, Y, 2E€Z = (Xoy)ez=Xo(y o 2)
(xoy)ez=(xoy)z+m(x o y)+mz+42=
=(xy+mx+my+42)z+m(xy +mx +my +42)+
+mz+42=xyz+mxz+myz+42z+mxy +m?x +
+m?y+42m +mz+42
Xo(y o 2)=X(y e )+mx+m(y o 2)+42=x(yz+my +mz+42)+
+mx+m(yz+my+mz+42)+42=
=xyz+mxy+mxz+42x + mx+myz+m?y+m?z+
+42m+42
Igualando los dos miembros:
(Xoy)oz=xo(yo?)
resulta:
422+m’x+mz=42x+mx+m’z
m¥(x—2)+m(z—x)+42z-x)=0
m}(x~2)-m(x—2)—42(—2)=0

-m-42=0
o187
T T -

a1



Param=7y m=—6 s cumple la propiedad asociativa y (Z, <)
es semigrupo.

3
— Propiedad distributiva de - respecto de
Xolys2)=(xoy) s (xe2)

Xo(y s 2)=x(y » 2)+mx+mly +2) +42=

=X(y+2—6)+mx-+m(y +2—6)+42=
=Xy +Xz— 6X + mx +my +mz—6m +42
(Koy) s (xo)=(x o y)+(x o 2)—6=(xy+mx+my+42)+
+(xz+mx+mz+42)~6 =xy +xz-+ 2mx +
+my+mz+78
Igualando estos dos miembros:
—6x—6m=mx+36
76(x+:]‘::(x:-;;)} 6 @9

Considerando la propiedad distributiva por la derecha:

(x*y)oz=(xo2)s(yo2)
se llega a que m=—6.

Por o tanto, para m= —6 se verifica tanto la propiedad asocia-
tiva de la operacion  como la propiedad distributiva de - respecto
.

@, +, =) es anillo para m=

30. En el conjunto Z definimos- las operaciones

asb=a+b-5
acb=a+b-ab
Caleular:

1) (Es grupo (Z, )?



2) (Es semigrupo (Z, <)?
3) Es anillo (Z, %, 2)?

Solucién

(2, +) es grupo siendo ¢l neutro e=5 y ¢l simétrico dc a es
0-a.

2 (Z <) es semigrupo conmutativo.

3) (2 + <) noes anillo por no cumplirse la propiedad distri-
butiva -

ac(bec)E@cb)s(acc)

31. En un anillo no conmutativo se define
Xsy=xy—yx
Se pide:

1) Demostrar que la ley + es doblemente distributiva res-
pecto la_ adicién.

2) Demostrar que:
x#(yrz)tye (zex)+ze (xoy)=0
Solucion
1) Propiedades distributivas
a) x*(y+2)=(x*y)+(x*2)
b) (x+y)sz=(x s 2)+(y *2)
En efecto la primera de ellas a) se comprueba asi
X % (y+2)=X(y+2)=(y +2)x =Xy +X2-yx—2x
(% * Y)+(x * 2)=(xy —yX)+(xz2—2X) =Xy —yX+x2 - 2%
Se verifica.



La segunda b) también se verifica pues
(x+Y) # z=(x+Y)z—2(x +Y) =X2+yz—2X~2y
(x # 2)+(y * 2)=(xz—2x) +(yz—2y) =x2—2X +yz 2y
2)  Demostramos que
Xxs(yr2)tys@»x)+ze(x*y)=0
es cierto.
En efecto:
Xa(ys2)+y s @ex)+z o (x o y)=x(y #2)—(y » 2)x+
+y(2 % X)—(z * Xy +2z(x * Y)—(x * y)z=x(yz~2y)—
—(yz—2y)x+ y(2x —x2)~(2x ~x2)y +2(xy = yX)
— (kY —YX)Z=XyZ—XZY ~YZX +2yX+YZX — X2 —

— Xy 4 X2y +ZXY —2yX ~XyZ+ yXT=

32 En un anillo no conmutativo se hace
X o y=xy-yx
Probar:
1) Que es anticonmutativa: (x o y)=—(y o x)
2) Quexo(yoz)—(xop)ez=(zox)ey
Solucion

Basta aplicar la operacion definida para comprobar las dos
igualdades que se presentan al igual que se hizo en el caso anterior.

33. En ZxZ={(a, b)la, b€ Z} se definen las operaciones
(@ b)+(e, d

(@ b)-(c d)=

Demostrar que (ZxZ, +, ) es un anillo unitario conmutativo.




Solucion

1) Respecto de la operacion +, las propiedades son:
— Operacidn interna: ¥(a, b), (c, ) €ZxZ =
(@ b+, ) eZxZ
— Propiedad asociativa:
(@ b)+(c, d)+( D=(a b)+[(c d)+( D]
En efecto

[@ b+ A+ D=(a+c, b+d)+(e D=[@+e)+e, (b+d)+1
(@ b)+[c A+, NI=(a, b)+(cte, d+D=[a+(c+e), b+Ed+N]
— Elemento neutro: E elemento neutro es (0, 0) pues
(& b)+(0, 0)=(0, 0)+(a, b)=(a, b)
— Elemento simétrico:
(a, b)+(@, b)=(0, 0) = (@, b)=(—a, ~b)
— Propiedad conmutativa
(a, b)+(c, d)=(c, d)+(a, b)
Por tanto (ZxZ, +) es grupo abeliano.

2) Respecto a la operacion + las propiedades son:
— Operacin interna: Se cumple.
— Propiedad asociativa:
[(a, b) - (c, ] * (e, D=(a, b)- [(c, d)- (e, D]
En efecto

[(a, b)- (¢, d)] - (e, N=(ac—S5bd, ad+be) e, =
=(ace — Sbde — Sadf— Sbe, acl—Sbdf +ade + bee)
(2 b)- e, d)- (e, D]=(a, b)- (ce—5dr, cf+de)=

=(ace—5 adf—5 bef—5 bde, acl+ade—5 bdf+bee)



La cumple ¥(a, b), (c, d), (¢, ) € ZxZ.
— Elemento unidad: (a, b)- (m, n)=(a, b)
(a b)- (m, n)=(am—5Sbn, an+bm)=(a, b) de donde
m=1 y n=0
El clemento unidad es (1, 0).
— Propiedad conmutativa: (a, b) - (¢, d)=(c, d) - (a, b)
(a b)- (¢, d)=(ac—5 bd, ad+bc)
(c, d) - (a, b)=(ca—5db, da+cb)
La cumple.

— Propiedad distributiva
(& b) - [c, d)+(e, N=(a, b)* (c; d)+(a, b) - (e, D
En efecto:
(@ )l d)+ Dl=(a, b)c+e, d+N=(ac+ae—S5bd—Sbf,
,ad +af + bc + be)
(a, b) * (¢, d)+(a, b) - (e, )=(ac—5 bd, ad +bc)+(ac—5 bf, af+be)=
=(ac+ae—5 bd—5 bf, ad+bc+af+be)
La cumple.

Por lo tanto (ZxZ, ) es semigrupo unitario conmutativo y (Z
xZ, +, ) es anillo unitario conmutativo.

34 Sea P(E) el conjunto de las partes de E en el que se definen las
dos operaciones
A*B=(AUB)-(ANB)
A-B=ANB
siendo A, B C P(E).



Demostrar que (P(E), », <) es un anillo unitario conmutativo.
Solucién
1) La 1* operacion también se puede expresar asi

A+B=(AUB)~(ANB)=(ANB)UA NB)

con 1o que basta aplicar una a una las propiedades y comprobar
que (P(E), ¥) ¢s grupo abeliano. El neutro es & y el simétrico de A
es el mismo A.

2 Respecto a la segunda operacion « el elemento neutro es el
conjunto universal E y (P(E), <) es semigrupo unitario conmutativo.
3) Se cumple también la propiedad distributiva
Ac(B+C)=(A-B)+(A-C).
35 En el conjunto Z de los nimeros enteros se definen las siguien-
tes operaciones:
asb=a+b-1
acb=a+b-ab
Se pide:
1) Demostrar que (Z, +, ) es anillo
2) (Es (Z, », <) dominio de integridad?
Solucion
1) Demostramos que (Z, +) es grupo
— Operacion interna: ¥a, beZ =asbeZ
— Propiedad asociativa: ¥a, b, c€ Z = (a + b) + c=a + (b + ¢)
(@xb)sc=(@axb)+c-l=(a+b-1)+c—I=a+b+c-2
as(bsc)=at(bxc)-l=at(b+c—I)—I=a+btc—2

— Elemento neutro: YaeZ = axe=e *a=a




asec=at+e-l=a=e=1]

— Elemento simétrico: Vae Z=a s+ a'=a' s a=¢

asa=ata’-l=1=a'=2-a
— Propiedad conmutativa: Ya, beZ=>asb=bsa
asb=atb—l=bta—l=bsa
Por tanto (Z, +) es grupo abeliano.

2 Demostramos que (Z, ) es semigrupo
— Operacién interna: ¥a, beZ=a-beZ
— Propiedad asociativa: ¥a, b, c€ Z = (a b)sc=ae (bec)
(asb)oc=(acb)+c—(as ble=a+b—ab+c—(a+b—abjc=
—a+b+c—ab—ac—betabe
ac(boc)=a+(boc)—a(boc)=a+b+c—be—a(b+c—bo)=
=a+b+c—ab—bc—ac+abe
— Elemento neutro: Ya€Z = aou=u-a=a
acu=atu-—au=a=u=0
— Propiedad conmutativa: Ya, beZ = acb=boa
aob=a+b-ab=bta-ba=boa
Por tanto (Z, ©) es semigrupo unitario conmutativo.

3)
— Propiedad distributiva de o respecto
ac(brc)=@cb)s(@asc) Va b ceZ
ac(bec)=at(bec)—albsc)=a+(b+c—1)—alb+c—1)=
=2a+b+c—ab—ac—1
(acb)*(@-0)=(asb)+@-c)

(a+b—ab)+(a+c—ac)—1=
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=2a+b+c—ab—ac—1
Por tanto (Z +, o) es anillo unitario conmutativo.
4)  Para ver i se trata de un dominio de integridad hay que
comprobar que no existen divisiones de cero.
Hacemos: a « b=c¢
acb=a+b-ab=1=a+b(l-a)=b+a(l-b)=1

1-a

Si a#¥l =b=

Si b#l =a=

1-b

Si ef producto de dos elementos da ¢l neutro e al menos uno de
ellos ha de ser el neutro e.

Al no existir divisiones de cero (Z, , ) es un dominio de inte-
gridad.

36. Sea (4, +, + ) un anillo unitario conmutativo y n € A un ele-
mento fijo. Demostrar que I={x € A|x - n=0} es un ideal de A.

Solucion
Para que sea ideal se han de cumplir las dos condiciones:
1) Vx yel=x+(-yel
vxel
YaeA
En efecto:
D) x+(=y)=x-y
(x—y) n=xn-yn=0-0=0=x—yel

2) }oaxelyxael

2) (ax)-n=a(x-n)=a-0=0=axel

(xa)-n=(ax) - n=a(x-n)=a-0=0=xael



Se trata de un ideal tanto a derecha como a izquierda.

37, Consideremos los pares de mimeros racionales a, b tomados en
este orden x=(a, b) con las leyes:
xty=(a b)+(@ d)=(@+c, b+d)
x - y=(ac—bd, ad-+bc)
Demostrar que C={x|x= (a, b) con a, b € Q} forma un cuerpo
conmutativo respecto de la suma y el producto asi definidos.
Solucion

Respecto de la primera operacion (C, +) es un grupo abe-

1
liano (estudiado en el problema 33 de este capitulo).

2) Respecto de la segunda operacion - las propiedades son:

— Operacién interna: Vx, ye C=x-yeC
— Propiedad asociativa: Vx, y, z€ C = (xy)

(x-y)z =[@ b):(c, d] (e N=(ac—bd, ad+bc) - (¢, =
=[(ac—~bd)e—(ad +b)f, (ac—bd)f+(ad +be)e] =
= (ace — bde — adf —bef, acf—bdf +ade -+ bee)

x-(y-2) =(a, b)-[(c, d)- (e, N]=(a b)-(cc—df, cf+de)

= [alce —d)~b(c +de), a(cf+de)+bce—dn] =
= (ace —adf—bef—bde, acf+ade +bee —bdf)
Se verifica
— Elemento unidad: Yx=(a, b) & CIu=(i, j)e C|

=x

xu=
xu=(a, b)- (i, j)=(ai—bj, aj+bi)=(a, b) =
L i=0=u=(1, 0

— Elemento inverso: Vx € C =x-x '=x"'x=u

x(y'2



=(a, b)(m, n)=(am—bn, an+bm)=(L. 0)
de donde:

am-bn=1] __ -b _a
bm+an=0 i Y My

i " a -b
El inverso de x=(a, b) es x I:(m, ﬁ?)

— Propiedad conmutativa: ¥x, y € C = xy=yx
x-y=(a b)- (¢, d)=(ac—bd, ad+bc)
y-x=(c; ) - (a, b)=(ca—db, da-+cb)

Se verifica que (C, + ) sea también grupo abeliano.
3)
— Propiedad distributiva:
X (y+2=x-y+x-z Vx y,2eC
X (y+2)=(a, b)- [(c, d)+(e D]=(a b)c+e, d+=
=[a(c+e)—b(d+1), a(d+N+blc+e)]=
=(ac+ae—bd —bf, ad+af+bc+be)
X y+x-z —(a b)-(c, d)+(a, b)- (e H=

=(ac—bd, ad+bc)+(ae—bf, af+be)=
=(ac— bd+u= bf, ad 4 be+af+ be)

Se verifica

Por tanto (C, +, *) es cuerpo conmutativo.

38. Consideremos los pares de nimeros racionales a, b tomados en
este orden x=(a, b) con las leyes

x+y=(a, b)+(c, d)=(a+c, b+d)

x-y=(a b)* (¢, d)=(ac+2bd, ad+bc)
Demostrar que forman un cuerpo conmutatito,



Solucion

, +) es un grupo conmutativo siendo el elemento neu-
0 (0, u; y ¢l simétrico de x=(a, b) s X

— (QxQ, + ) ¢s grupo conmutativo siendo el elemento unitario
a b

0) y el inverso de x=(a, b) es x ™' =| T &

— Es distributivo el producto respecto de la suma.

2b?

Por tanto (QxQ, +, + ) €s cuerpo conmutativo.

39. Dado ke Z, se define en Z las siquientes operaciones:
asb=atbik
aob=ab+aatab ki~
Se pide:

1) Hallar los valores de a para los cuales (Z, +, <) es un
anillo.

2) Averiguar si los anillos (Z, +, <) del apartado anterior
tienen o no divisores de cero.

3) Si las dos operaciones » y o s definen en Q, hallar los
valores de a para los cuales (Q, , <) es un cuerpo.

Solucion
1) (Z %) es un grupo abeliano, siendo:
— clemento neutro: €=k
— elemento simétrico de a es: a'=—a—2k
Sabido que una de las propiedades de los anillos es:
eca=e YaeZ
resulta:
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(-k)ca=(-k) VaeZ
En particular para a=1
—k=(-k)o 1= —k+a—ak+k?—k
de donde:
k-k?=a(l-k)
Iuego i k#1 = a=k
sik=1= —1=0:(-1)=0-a=a=1

En cualquier caso: a=k.

Tomando a=k, vedmos si (Z, », -) es un anillo:
— Cumple la propiedad asociativa: (a > b) s c=a < (b+ )
— Cumple la propiedad conmutativa: a - b=boa

— Cumple la propiedad distributiva: a - (b » ¢)=
=(asb)s(acc)
— El elemento unidad también existe: a o u=a
asu=autk@+u)+ki-k=a
(1-K)(a+k)=u(a+k)
por tanto: u=(I-k)

Luego (Z. +, +) es un anillo unitario conmutativo para ¥x € Z y
=k

2)  Para que tenga divisores de cero
vabeZ  asb=e=—k
abtk(a+b)+ki—k=—k
K2 +(a+b)k +ab=0

resolviendo esta ecuacion en k
k=-a
k=-b



Siacb=k =k=-a6k=—b, por lo tanto no hay divisores
de cero.

3)  Aplicando el razonamiento analogo al visto en 1) llegaria-
mos a ver que (Q, », <) es un anillo unitario conmutativo sin divi-
sores de cero.

Para que sea cuerpo se tiene que cumplir: 2 a”
aca '=aa '+ka+a ) +k’—k=1-k

(a+k)
e k =
a+k vy enk

Por tanto, existe clemento inverso y (Q, *, ©) es un cuerpo
conmutativo.

40. Determinar i las siguientes aplicaciones del grupo multiplicativo
de los reales no nulos sobre una parte del mismo constituyen
homomorfismo. Decir en cada caso cudl es el grupo homomorfo
de aquél y citar el nicleo del homomorfismo.

1) fix—s ax@eN) Y fix— 2
ix— s
2) fix— x| 8 frx—sg
3 fix— —x ® fra—i=l
x
Solucion
1) f(xy)=F(x)f(y)
Se tiene:
f(x)=ax
f(y)=ay f(x) - f(y)=axay =a’xy

fay)maxy | TxY)=ary



Sélo cuando a=1 se verifica que f(xy)=f(x)f(y). Para Vae N y
#1 = No es hamomorfismo.

2)
()=l
)=yl 1) - fy)=Ixllyl =[xyl =f(xy)
flxy)=Pxyl
Si es homomorfismo y su nicleo es Kerf={1, —1}, ya que ||
=1y|-1=1

3)
x)=—x
fy ) =(=x)(=y)=xy# —xy=l(xy)
fixy=—x)
No es homomorfismo.
4
f(x)=x*
1()=y* } TRy =x* - y*=(xy)* =f(xy)
Txy)=(xy)?
Es homomorfismo y su nicleo es Ker f={I, ~1}.
3)
=1+
X
1 1
fly)=—. fof(y)=—
y X
!
fixy)= o

Es homomorfismo y su nicleo es Kerf={1}.



1
™=-2
:
1 1 1 1
)= !(x)ﬂyi:( A;) ( —;)* it
1
o=

No es homomorfismo.

41 Hallar un isomorfismo entre el grupo aditivo Z/4 y el grupo
multiplicativo Z/5.
Solucién
Formamos, en primer lugar, las tablas de (Z/4, +) y de
/s, )
+]0o 1 23 123 4
10123 D123 4
111230 2 (2413
2:2.:3 01 313 1 42
3 01 2 1133 21

Existen dos isomorfismos [ y g
£:(Z/4, +) — (Z/5, )

0—

wial Nl =

1—
21—
3

8:(Z/4, +) — (Z/5,)



Z]ZZ?

|

4

]

Sea C* el grupo multiplicativo de los complejos no nulos y G el
conjunto de los complejos {1, ~1, i, ~i}.

Se pide:

1) Probar que G es un subgrupo del grupo multiplicativo
cr. :

2) Determinar los isomorfismos de G sobre el grupo Z/4 de
las clases residuales modulo 4.

Solucion

1) Se comprucba facilmente que G es un grupo formando la
tabla:

Como € C G* y ademés es grupo = G es subgrupo de C*.
2)  Las dos posibilidades que existen son:
£:G— z4 8:G — 24
1—0 1—0
—1—2 -1—12
i—1 i—3
—i—3 —i—1

La comprobacién es inmediata, ya que sc verifica



f(xy)=f(x)+1(y)

8(xy)=8(x)+8(Y)
ademas, al ser f y g aplicaciones biyectivas, se trata de dos isomor-
fismos.

43. Se define en R la operacion + dada asi:
Vx, yeR  xsy=3/x+y°
y una aplicacion de R en R tal que f(x)=x>. Demostrar que f
es un isomorfismo de (R, %) en (R, +).

Solucion

1(x + y)=1()+1(y)
1(x » Y)=Q/x+y’) =x*+y* =((x) +{(5)

Al ser f biyectiva, se trata de un isomorfismo.
44, En ZxZ definimos las siguientes operaciones:
(@ b)+(c, d)=(a+c, b+d)
(a, b) - (¢, d)=(ac, ad+bc)
Se pide:
1) Demostrar que (ZxZ, +, ) tiene estructura de anillo.
2) Estudiar la aplicacién f definida en Zx Z~Z dada por
f(@, b)=a. ;Es un homomorfismo?
3) Estudiar en (ZxZ, +, ) los divisores de cero.
Solucion
1) Para ver que (ZxZ, +, ) es anillo.
Respecto de la 1 operacion (ZxZ, +) es grupo segn sc vio en
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casos anteriores.
Respecto de la 2* operacion cumple:
— Operacion interna: (a, b) - (¢, d) € ZxZ.
— Propiedad asociativa:
[ b)- (¢, d)]- (e D=, b)- [(c, d)- (¢, N] en efecto
[ b) - (c, d)] - (e D=(ac, ad+be)(e, N=(ace, acf+ade+bce)
( b)- [(c, d)- (¢, N =(a, b)- (ce, cf+de)=(ace, acf+ade+bce)
— Elemento unitario: (a, b) - (i, j)=(a, b)
(a, b)- (i, j)=(ai, bi+aj)=(a b) = i=1, j=0

El elemento unitario es (1, 0).

Por tanto (ZxZ, ) es semigrupo unitario.
— Propiedad conmutativa:
(2, b)-(c, d)=(c, d)- (@, b)
— Propiedad distributiva:
(@, b)l(e, d)+(e, N=(a, b)- (¢, d)+(a, b) (e,
En efecto:
(a, b[(c, d)+(e, D]=(a, b) - (c+e, d+N=(ac+ae, ad+af+bc+be)

(a b)- (¢, d)+(a, b)- (e, N=(ac, ad+bc)+(ae, af+be)=
(ac+ae, ad +bc+af+be)

Por tanto (ZxZ, +, ) es anillo unitario.

2)  Establecida la aplicacion £
£:ZxZ—2
(@b —a
Se ha de cumplir:
f[(a, b)+(c, d)]=f(a, b)+f(c, d)
f(a, b) - (c, d)]="f(a, b) - f(c, d)



f(a, b)+(c, d)]=fla+c, b+d)=a+c

e, b)+ie, d=a+c } s cumple
fl(a, b) - (c, d)]=f(ac, ad+bc)=ac’
o g }se cumple

Como (Z, +, ) es anillo f es un homomorfismo entre anillos.
Los divisores de cero son todos aquellos pares distintos de
(0 0) tales que al aplicarles la segunda operacion dan (0, 0)
0, 0) = (ac,
(& b)* (e, 9)=(0, 0) = (ac, ad+bc)=(0, 0):{ad+bc 0
siaco{®=0= b=0 6 ¢=0 = b=0 s climina ya
~"lque (a, b)=(0, 0) no puede ser, por lo tanto
Si a=

entonces c=0.

§i ono2d=0=2=06 d=0= d=0 s ciimina ya
="\que (@ d)=(0, 0) no puede ser, por lo tanto
Si ¢=0 entonces a=0.

Los divisores de cero son pares de la forma (0, b)

45. En Z xZ definimos las siguientes operaciones:
(a, b)+(c, d,
(a, b): (c, d)

Se pide:

1) Demostrar que (ZxZ, +, *) es un anillo.

2) Aplicamos este anillo sobre Z mediante la aplicacion

f(a, b)=a. Demostrar que se trata de un homorfismo de anillos.
3) Estudiar los divisores de cero en (ZxZ, +, °).

Solucion

1) (ZxZ, +) es grupo abeliano, siendo (0, 0) el elemento neu-
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tro y el simétrico de (a, b) es (—a, —b).
(ZxZ, ) es semigrupo conmutativo.
La segunda operacién es distributiva respecto a la primera.
Por tanto (ZxZ, +, ) es anillo unitario.

2 Se cumple:
1l(a, b)+(c, d)]=f(a, b)+i(c, d)=a+c
f(a, b)- (¢, d)]="f(a, b) - flc, d)= ac
3)  Los divisores de cero son todos aquellos pares de primera
componente nula ya que:
©, b)- (0, d)=(0, 0) siendo (0, b) y (0, d)#(0, 0)
(2 b) (0, )=(0, 0) siendo (2, b) y (0, d)#(©, 0)

4. En ZxZ definimos las siguientes operaciones:
(@ b)+ @, b)=(a+d, b+b)
(@ b)- (@, b)=(ad, bb)
Se pide:
1) Demostrar que (ZxZ, +, ) es anilo.

2) Consideremos la aplicacion f:Z x Z—Z definida asi
J(a, b)=a. Demostrar que | es un homomorfismo entre anillos.

3) Calcular el nicleo de f.

Solucion
1) El neutro de la suma es (0, 0), el simérico de (a, b) es (-2,
~b). El elemento unidad es (1, 1)

Existen divisores de cero ya que siendo (a, 0) y (0, b distintos
de (0, 0) se cumple que:

(3 0)+ (0, b)=(0, 0)



2 Es homomorfismo pues:
fl(a, b)+(&, b)]=f(a, b)+i(@, b)=a+a’
(2, b)- (), b)) =f(a, b)- f(@, b)= aa’
3 El nicko es
Kerf={(a, b) € ZxZ[f(a, b)=0}
Como f(a, b)=a = (0, b)=0 luego
Kerf={0, b)lbeZ)

41 Sobre el conjunto Zx Z de pares ordenados
x=(@b), y=(c d
se definen las siguientes leyes
x+y=(a+c, b+d)
X y=(ac—bd, ad+bc)
Se pide:
1) Demostrar que se obtiene de este modo un anillo.
2) Cudles son el elemento neutro y el elemento unidad?
3) (Se trata de un anillo de integridad?

Solucién

1) Es aillo.

2 El elemento neutro es (0, 0) y el unidad (1, 0)
3)  No hay divisores de cero pues

(@ b)-(c, =0, 0) = (2, b)=(0, 0) 6 (¢, d)=(0, 0)

48 Si f: A—A, es un homomorfismo de anillos, demostrar que:
1) Kerf={xe A,|f(x)=0} es un ideal de A,.



2 Inf={ye Ayl3xe 4, con f(c)=1) es un subanl ds
Ay, siendo (Ay, +, ) y (Ay +, ) anillos.

Solt

1) Kerf es un ideal de A, pues:
— Si x, y e Kerf = f(x)=0, f(y)=0
() —£()=0 = f(x—y)=0 = x—y € Kerf
— Si x e Kerf = f(x)=0 entonces Ya € A, se cumple
f(ax)=f@)f(x)=f(a) - 0 = 0 = ax e Kerf
Luego Kerf es un ideal de A,.
2 Imfes un subanillo de A,, puesto que:
v fx)=y;
=2 =10, = f(x2)=f(x, =%;) = y, =y, € Imf.
— Siyy, yaelml =y, y,=f(x,) - f(xp)=f(x, )=y, y, € Imf
Luego Imf es un subanillo de A,.

—Siy, v, € Imf = 3x, x, €A, |flx,

49. Se considera el anillo A=(Z/15, +, ) v los subconjuntos A, y
, dados por:

A,=10, 5, 10}

Demostrar:

1) Que (Ay, +, ) es subanillo de A sin divisores de 0.
2) Que (Ay +, ) es subanillo de A sin divisores de 0.
3) iSom (Ay, +,) y (Ay +, ) cuerpos?

4) Probar que A, es isomorfo a Z3.

5) Probar que A, es isomorfo a Z/5.



1) Las tablas de sumar y de multiplicar en A, son:
0510 0510

De las tablas se desprende:

— Respecto a la suma (A, +) es grupo abeliano.

— Respecto al producto (A, ) es semigrupo con elemento neu-
tro (10) y conmutativo.

— Es distributivo ¢l producto respecto de la suma:

5-(5+10) 5)+(5 - 10)
5-0 10+5
0 0

No tiene divisores de 0 ya que & - b0 siendo 3 y b#0.

2)  Las tablas de sumar y de multiplicar en A, son:
0360912 0356912

0/0 36912 0/0 0000
3369120 310 9312 6
6691203 60 360912
9|92 036 9510129 63
121203609 210 61239

De las tablas se desprende:



— Respecto a la suma (A,, +) es grupo abeliano.

— Respecto al producto (A,, ) es semigrupo con elemento neu-
tro (6) y conmutativo.

— B distributiva Ia segunda respecto de la primera

3-6+12)=(-6+(3- 12
33 = 346
5 = B

3 (Aw +. ) es cuerpo ya que todo elemento de A, tiene
inverso respecto al producto. El inverso de 5 es 5 y el de 10 es 10,

(Ay, +, ) €s cuerpo ya que todo elemento de A, tiene inverso
respecto al producto. El inverso de 3 es 12, ¢l de 6 ¢s 6, ¢l de 9 es 9
yelde1Zes3.

) Estableciendo la aplicacion biyectiva [ entre A, y Z/3 de la
siguiente forma:

cumpliéndose:
S(a+b)={(a)+f(b)|Se trata de un isomorfismo
f(a-b)=f(a)-f(b) fentre anillos

5) Estableciendo la aplicacion biyectiva f entre A, y Z/5 de la
siguiente lorma:



f:A, — Z/S

i

cumpliéndose:
fla+b)=f(a)+1(b)
f(a - b)=(a) - f(b)

Se trata de un isomorfismo entre anilos.



2. [Espacios vectoriales

CONCEPTOS TEORICOS

— Espacio vectoriak: [V(K), », * ] es espacio vectorial
1) (V, *) es grupo abeliano
2) El dominio de operadores K es un cuerpo conmutativo.
3) Respecto de la operacion externa. Se cumple:
— VaeKyVxeV=axeV
— Va, feKy VxeV = a(f)=(ap)x
— VaeKy Vx yeV = afx+y)=ax =ay
— Vo, feKy VxeV = (a+fx=ax * fx
—V¥xeVyleK=1l-x=x
— Madulo: [M(A), », ] es modulo si verifica todas las propie-
dades de espacio vectorial pero el dominio de operadores es un
anillo unitario conmutativo en lugar de cuerpo.

— Subespacio vectorial: Sea [V(K), », * ] espacio vectorial y V'
un subconjunto de V, tal que [V'(K), », * ] es espacio vectorial,
entonces V' es un subespacio vectorial de V.

— Sistema libre: Un conjunto de Vectores x,, Xy, ., X, 0 nulos
de un espacio vectorial V(K) son linealmente independientes o cons-
tituyen un sistema libre de vectores de orden n si
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&%y 2Kyt 2%, =0 = @y =y

0 ek

o bien
PRI I )

— Sistema ligado: Un conjunto de vectores x,,
odos nulos de un capacio vectorial V(K) son lincalmente depern
dientes o constituyen un sistema ligado de vectores si:

@ X Xyt k=0 (& €K)

— Orden de un sistema libre: Es el nimero de vectores que
constituye el sistema libre.

— Sistema libre de orden miximo: Cuando no puede haber un
sistema libre de orden superior a él y todo vector del espacio vecto-
rial se puede expresar como combinacion fineal de estos vectores.

— Base de un espacio vectoriak: Es cualquier sistema libre de
orden méximo.

imension de un espacio vectoriak Es el nimero de vectores
de un sistema libre de orden maximo.
PROBLEMAS
1. En el conjunto R* de los reales positivos se definen las operacio-
xsy=x-y Vx, yeR*
aex=xt VxeR' y VaeR

Demostrar que (R*(R), *, ) es un espacio vectorial.

Solucion

1) Comprobamos primeramente que (R*, *) es grupo:
— Operacion interna: Vx, y eR* = xsyeR*
— Propiedad asociativa: (x » y) « z=X * (y + 2)



(xoy)rz=(x*y) z=(x Yz=x(yD)=2(y s D=2+ (y *2)

— Elemento neutro: x « e=x

xwe=x-e=x=e=1

— Elemento simétrico: x » X =X+ x=¢

xsx=x-x=l=

Por o tanto (R*, +) ¢s grupo abeliano por cumplir la propi
dad conmutativa.

— Propiedad conmutativa: x »

=yex

X*y=xy=yx=ysx

2)  Probamos ahora que la operacion » cumple las propiedades
de la operacion externa.

— Operacion externa: Vx€R* y VaeR =aoxeR"
— Segunda propiedad: ¥a, beR y VxeR*
ao(box)=(ab)ex
o (beox)=a0 (x*)=(x"’ =(ab) o x
= Hiarn propiedad: Ya, bER y YxeR"
(a+b)ox=@ox)s(box)
(a+b) o x=x*""

*ex*=(@sx)#(beox)

— Cuarta propiedad: Ya€ R y Vx, y €R*
ac(xsy)=(@acx)s(@cy)
ac(xxy)=a:(x-y) =@y, =x*-y'=x'+y'=(@c-x)*@-y)

— Quinta propiedad: ¥x € R* = 1 e x=x

Tex=x'=x

Licgamos a la conclusion de que (R* (R), », ) es espacio vecto-
il
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2. Estudiar si los conjuntos siguientes forman o no espacio vectorial
sobre el empleo de los nimeros racionales.

Conjunto de nimeros reales de la forma: a+b./5, a,
Fasi operaciones:

— Interna: (@ +b./5)+ (@ +b'\/5)=(@+a) +(b+b)/5
— Externa: a(a+b/5)=(za)+(ab) /5; x € Q

2. Conjunto de nimeros reales de la forma: a+b\/5, a,
beQ con las operaciones:

— Interna: (a+b./5)+(@+b/5)=(a+a)+®b+b)/5
— Externa: a(a+b./5)=(2a) + (ab)/5; x€Q

Solucién

1) El subconjunto A de los nimeros reales de la forma: a

+b./5 con a, b € Z respecto de la operacién interna tiene estruc-
tura de grupo abeliano y las propiedades son ficilmente deducibles.

— Respecto de la operacion externa, la correspondencia:
QxA—A
no es aplicacion pues Yo e Q y Va+b,/SeA
ala+by/S)=aa+ab /5 ¢ A
ya que (za) y (xb) no seran siempre nimeros enteros.
Por tanto el conjunto A no tiene estructura de espacio vectorial
respecto de las operaciones consideradas.

2)  El subconjunto B de los nimeros reales de la forma: a
+by/5 con a, beQ es grupo aditivo abeliano
— Respecto de la operacién externa, la correspondencia
QxB—B

es una aplicacion, pues:
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YaeQy V(a+b/5) e B =u@a+b,/5)eB
cumpliéndose la primera propiedad de la operacion externa:
— La segunda propiedad es
Y(@a+b,/5), @+b'\/5)eB y VaeQ
al(a+by/5)+@' +b' /5] =ala+b/5) +ala' +b'/3)
— La tercera propiedad s
Ve, feQy Via+b/3)eB
(x+B)(a+by/5)=ala+b,/3)+ha+b./3)
— Ia cuarta propiedad es
Yo, feQy V(a+by/5)eB
afBla+by/5)]=(p)a+b/5)
— La quinta propiedad cs
1€Qy Y(a+b/5eB
1a+by/S)=a+b./5

El conjunto B(Q) tiene estructura de espacio vectorial respecto
a las operaciones definidas

3. En el conjunto RxR se definen las operaciones:

Rll XHy=(x1, %) +(V1, Y2 =(xXy+yy, X +y) Vx, yeR
x

2) ax=a(x,, x,)=(ax,, ax,) Vae R y Vxe RxR
Estudiar si [RxR(R), +, + ) es espacio vectorial.

Solucion
— Se cumple que (R xR, +) es grupo siendo el neutro 0=(0, 0)
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y ¢l simétrico de x=(x;, X,) €s X'=(=X;, —X,).
— Respecto a la segunda operacion cumple las cinco propieda-
es.
Se trata de un espacio vectorial.
4. Sea R*={(x, y)Ix, y € R} y C el cuerpo de los nimeros comple-
jos; se definen las operaciones:
— Interna: (x, y)+ (X, y)=(x+x, y+)).
— Externa: a(x, y)=(ax—by, bx+ay) siendo a=a+bie C.
Demostrar que [R*(C), +, -] es un espacio vectorial.

Solucion
1) El conjunto R? respecto de la operacion interna es grupo
abeliano, siendo el elemento neutro el par (0, 0) y el simétrico de (x,
¥) es el par (—x, —y).
2)  Respecto de la segunda operacion:
— Es operacion externa, por definicion.
— Segunda propiedad: ¥ € C, y ¥(x, y), (¥, y) €R?
al(x, Y+, y)]=alx y)+ax, y)
En efecto,
al(xy)+(,y))=ax+x,y+y)=[a(x+x)-bly+y), bx+x)+
aly+y)l=
=(ax+ax'—by—by’, bx+bx'+ay+ay')=
=(ax—by+ax'— by, bx+ay+bx'+ay’)=
=(ax—by, bx-+ay)+(ax'— by, bx' +ay)=
(x, y)+a(x, y')
— Tercera propiedad: Vo, fe C y V(x, y) € R?
(@+A)x, Y)=a(x )+, y)




En efecto:
a+B=(a+bi)+(@ +bi)=(a+a)+(b+b)i
@+ y)=[(a+a)+b+b)il (5 y)=[@+a)x—(b+b)y, (b+b)x+
+(a+a)y]=(ax+a'x—by—b'y, bx+b'x +ay+ay)=
=(ax—by+a'x—by, bx+ay +b'x+a’y)=
=(ax—by, bx+ay)+(a’x—by, bx+a’y)=a(x,y)+f(x,y)
— Cuarta propiedad: Yo, Be C y V(x, y) € R?
alBlx, y)]=ap(x, y)
En efecto,
alB(x, y)]=(a+bi) [(@+b) (x,y)]=(+bi) [ax by, bx+ay]=
=[ala’x—bly)-b(bx +a’y), b@x~by)+a(b'’x +a’y)]=
=(aa’x —ab'y —bb’x —ba'y, ba'x—bb'y + ab'x +aa’y)=
=[(aa’ ~bb')x —(ab’ + ba’)y, (b'a+ba')x+(aa’ ~bb)y] =
=[(aa’—bb') +(ab'+ba')i] (x, y)=[(a-+bi) (@ +bi)1(x, y)=
=(@p)xy)

— Quinta propiedad: ¥(x, y)€R? y 1€C = 1-(x, y)=(x, y)
Como 1=(1+0i), resulta:

Lex, Y)=(1+0i) (x, Y)=(1 - x=0"y, 0-x+1-y)=(x, y)
Por todo lo anterior, [R*(C), +, -] es un espacio vectorial.

>

En el conjunto R? se define la ley de composicién interna
(xyy Xo)+ (Vs o) =Xyt Y1, X2+2)
y la ley de composicion externa
a(x,, xy)=(ax,, 0) conacR
Estudiar si [R*(R), +, -] es espacio vectorial.
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Solucion

— Respecto a la primera operacion (R?, +) es grupo abeliano,
siendo el elemento neutro el (0, 0) y el simétrico de (x,, x,) e
(=4, =X5)

— Respecto a la segunda operacion no cumple la propiedad
quinta, es decir:

Lexy, xp)#(xy, X5)
Por tanto, no es [R*(R), +, -] espacio vectorial.

6. Demostrar que [R*(R), +, -] es espacio vectorial, siendo:
— Operacién interna: ¥(x, y, 2), (x, y, 7)€ R*
(%, 3, D)+, Y, 2)=(x+X, y+Y, 2+2)
— Operacion externa: ¥(x, y, z) € R® y Yae R
afx, y, z)=(ax, ay, az)

Solucion

n (R?, +) es grupo abeliano, siendo el elemento neutro
(0, 0, 0) y el simétrico de (x, y, 2) es (=x, =y, —2).

2)  Respecto a la segunda operacion:
— Es operacidn externa, por defini
— Segunda propiedad: ¥(x, y, 7), (¥, y, 7)€ R’ y Yae R

a {6y, 2+, y, 2] = alx, ¥, 2) +alx', ', 29
En efecto,
al(x y, 2+, Y, Z)]=alx+X\ y+Y,2+7)=

=(alx+x) aly+Y), alz+2)] =[ax +ax, ay+ay, az +az'] =

=(ax, ay, a2) +(ax,, ay,, aZ) =a(x, y, 2) +a(x, y, 7)



— Tercera propiedad: ¥(x, y, 7)€ R* y a, be R
(@+b)(x, y, 2=alx, y, 2+b(x, y, 2)
En efecto,
(a+b)(x,y,2)=[(a+b)x, (a+b)y, (a+b)z] =(ax-+bx, ay+by, az + bz)
=(ax, ay, az) + (bx, by, bz) =a(x, y,2) +b(x, y,2)
— Cuarta propiedad: ¥(x, y, )€ R® y 2, be R
a[b(x, y, 2=(ab)(x, y, 2)
En efecto,
a[b(x, y,2)T=a(bx, by, bz) =(abx, aby, abz)=(ab) (x,y,2)
— Quinta propiedad: ¥(x, y, ) € R*
Ly, 2= ¥, 2)
En efecto,
Loy, 2=(l-x 1oy, 1-2)=(x, y, 2)

Por tanto, el conjunto R® respecto del cuerpo R y con las ope-
raciones definidas tiene estructura de espacio vectorial.

7. Dado el conjunto V={(x, y)|x, y € R, siendo X< y} con las ope-
raciones

D)+ (X ¥ )= (x+X, y+V)
2) a(x.y)=(lalx.laly)
Ver si [V(R). +. ] es espacio vectorial.
Solucion
Respecto a la primera operacion, el elemento neutro es (0, 0),

no existe elemento inverso, pues el inverso de (x, y) seria (—X, —),
pero la condicion x<y no implica que —x< -y, ya que

X<y = —x> -y
No es [V(R), +. -] espacio vectorial.



8. Siendo P el conjunto de_polinomios (con coeficientes en R) de
grado menor 0 igual a 1 con las operaciones:

f=ap+a,x
g=bo+b,x
1) f+g=(ag+bo)+(a,+b)x V[ geP
2) a-f=(ag)+(2a)x VfeP yaeR
Ver si [P(R), +, *) es espacio vectorial.
Solucié
1) Respecto a la primera operacion:
— Operacidn interna: Vf, g € P
f+8=(8g+bo)+(a, +b,)x € P
— Propiedad asociativa: V¥, g, h e P
(+g)+h=F+(g+h)
[0+bo)+co)+ (@, +b)+0,1x= a0 +(bo-+co)] +[a, +(by +e,)]x
— Elemento neutro: ¥{e P 0+f=0
siendo 0=0+0-x

— Elemento simétrico: El simétrico de f=a,+a,X es
f'=—gg-a,x
— Propiedad conmutativa: ¥, g & P

El conjunto P con la operacidn de sumar es grupo abeliano.
2)  Respecto a la segunda operacion:
— Es operacion externa:
RxP— P
@f0—a-f
— Segunda propiedad: Vf, g€ P y VaeR



a(f+g)=al+ag
En efecto:
a(f+g)=al(@o+bo)+(a, +b,)x] =a(ag+bo)+a(a, +b)x=
=aag+aby+(xa, +ab,)x=(aa,+aa, x)+(aby+ab,x)=
=a(ay+8,X)+a(bo+b,x)=af+ag
— Tercera propiedad: Vi€ P y Va, feR
(a+p)f=af+pf
En efecto:
(a+B)f=(a+P)(ag+a;X)=(x+B)a+(a+pa,x=
=aag+Bag+aa,x+pa,x=(xa,+aa, x)+
+(Bag+Ba,X)=a(@g+a,x)+B(ao+a,X)=al +Bf
— Cuarta propiedad: ¥fe P y Vo, BER
alB)=(«p)f
En efecto:
a(p)=a[Blao+a, )] =alBao+Ba,x]=a(Bar)+a(Ba,)x=
=(aP)ao+(@P)a,x=(ap)(ao +a,x)=(af)f
— Quinta propiedad: 1€R y Ve P
1-f=f
En efecto:
1-f=1-(ap+a,x)=(a,+a,X)=1
Se cumple que [P(R), +, + ) €s un espacio vectorial.

9. En el conjunto RxR se definen las operaciones:
D )+, Y)=(x+x, y+y)
2 afx y)=(@'x, o’y
YaeR y V(x y), (x, ¥) e RxR



iEs [RxR(R), +, * | espacio vectorial?
Solucion

No es espacio vectorial pues en general:
(@+B)(x, y)#alx, Y)+B(x, y)
10. Sea [R*(R), +, *1 espacio vectorial. Estudiar si son o no
subespacios entorales Tos siguientes subconjuntos de R®
1) U={(x;, x3 0)lx, " x; € R}
2 U={x, Xz x)lxi+x+x,=0)
3) U={(x,, 0, 0)lx, € R}
4) U={(x;, xp x)lx, "X, x, € 0}
5) U={xy xp Xy =xp+x3}
6) U={(x,, x5, x)Ix}+x3+x3>1}

Solucion
Para que sea subespacio vectorial tiene que ocurrir:
a) Vx,yeU=x+yelU
b) ¥xeUyVaeR=axeU
En cada caso tendremos:

n
X+y=(%p, Xz, 0401 ¥2r 0=y +yy, X2 +y;, 00 €U
ax=a(x,, 15, 0)=(ax,, ax,, 0)e U
Si es subespacio vectorial
2

X+Y=(y, Xa X010 Yao YI)=(%i+Y1, Xy Y, X3+ys) €U
ya que (Xx+Y:)+(XZ+YI'+(X[’;+0Y;|1'K|+xz+x;)+(h+yz+yﬂ
=0+0=0



ax=a(x,, X;, Xy)=(ax,, ax,, ax)eU
pues si X, +%,+x,=
0=0

también  ax, +ax,+axy=a(x, +x;+x;)

Es subespacio vectorial

3)
x+y=(x,, 0, 0+(y,, 0, 0)=(x,+y,, 0, ) e U
ax=a(x,, 0, 0)=(ax,, 0, 0)e U
Si es subespacio vectorial
4
XY=y X2 XG0 Yoo Y= +Y1, Xa+ya Xty €U

ax=a(x,, X;, X;)=(ax,, ax, ax;) ¢ U

ya que a€ R y x;, X5, X3 € Q y ax,, ax,, ax, 0 tienen por qué
Ser nimeros racionales.

No es subespacio vectorial
5)
XHy=(X1s Xz, X3)+1, Y2, YI=(K1+Y 1 X2 Y, Xatys) €U

x
pues Xy +y; =(X;+y,) +(x3+Y3) siemia{y
1

ax=a(x,, X;, X3)=(ax,, ax,, ax;) e U

ya que si X, =X,+X; = ax, =ax,+ax,

Si es subespacio vectorial
6
XY= Xa X+ 00 Va0 Y= +Y1, Xa+Yy, Xy +ys) €U
pues si xI+x3+x3>1 e yl4yl+yi>1 también
Kty ) 0 +ya g +ys) 2 1
ax=a(x;, X5, X)=(ax,, ax,, ax) e U pues si

xi+x+x3 21 = axi+axi+axi>1



No es subespacio vecloml pues tomados dos ternas (1, 1, 1) y
(=1, =1, =1) su su
(L, 1, D+(=1, =1, =1)=(0, 0, 0) ¢ U
11. En el espacio vectorial [R*(R), +, + ] averiguar cudles de los
siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de R".

1) U={Bxy, X3, Xg+X3, Xg)Ixz, X4 € R}
2) U={(x;, x5, X3 XJI%, "X, =0}
3) U={(x, x5 %, X%y, 2 €2}
49 U={(x;, X3, %1, X)Ix, € R}
5) U={(xi, Xz X3 x)128, 45,0}
6) U={(xy, Xz, X3, XIX, +2x,=7}
Solucion
Para ser subespacio vectorial tiene que ocurrir que
a) Vx,yeUs=x+yeU
b) VxeUyVacR=axelU
Veamos en cada caso:
D
X+y=0s, Xz, Xat¥a, X)+0¥2 Yz Yat¥a, ¥4
=(xp+ 32, Xat¥a Xab XYt Yo XatYa)=
=[3(%:+y2) Xp+Ya KatY)+HXa+y) Xety) €U
—a(3%;, Xp, Xe+Xa, X)=(38%, 8y, A%, +ax,, ax) € U

a
por lo tanto sc trata de un subespacio vectorial

2) Consideremos los vectores siguientes:

x=(0, X, Xy, x;) cumpliéndose X, X, =
¥=(y1, 0, y3, yo) cumpliéndose y,, y,=0
x+y=(0, X3, X3, X+, O Y3, YO =01, Xz X3 Y3, Xa+ys) € U
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que no cumple la condicion pues y, - x,#0.
Por tanto no se trata de un subespacio vectorial.
3)  Para la primera operacion:
XY=y, Xy Xpy X+ 00 V2o V1o Ya)=
=06, +Y1 X+ X+ Xty €U

Para la segunda operacion:
ax=a(x,, X;, Xy, X)) =(ax,, ax;, ax,, ax;) ¢ U
ya que al ser a€ Ry x,, X, € Z = ax, y ax, no tiene por que ser
con clemento de
4)  En este caso las cuatro componentes son iguales
Xy =50, Xy X1y X)F 01 Yoo Yoo Yi)=
=Yy XeHYy XY Xty e U
ya que todas las componentes son iguales
ax=ax,, X, X, X;)=(ax,, ax,, ax,, ax,) € U
Se trata de un subespacio vectorial.
5)  Considerando como antes
X=(Xy, Xy, X5, X) cON 2X,+4x,=0
¥=(1s Y2, ¥, o) cOn 2y, +4dy,=0
X+Y=(X,+Y1, X2 +Ya Xa+ys, "‘0*')’" con 2(x, +y,) +4(xs +¥4)

por o tanto x+y € U.

Para el producto
ax=ax,, %, X, XJ=(ax,, ax,, ax,, an) € U

ya que si 2, +4x,=0, también
2ax, +4ax, =a(2x, +4x,)=a - 0 =0
Se trata de un espacio vectorial.
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6) Para la suma
XY=y Xz, Xyo X+, Y2y V3o Vo=
=i+ Xa+Ya Xy +Yn Xty ¢ U
pues si
X420, =T] _ (Y )20+ Y=+ 2X)+(, 25 =T+7
y.+2y.=7} Teu

No se trata de subespacio vectorial.

12. Demostrar que R* es la suma directa de los siguientes subespa-
cios vectoriales:
Vi={(x Olxe R}
V,={(0, y)ly e R}

Solucion

Vi+Vy={(x 0+, y)=(x, Yix, y R}
V, nV,={0, 0)j0eR}
ya que el nico vector comiin a ambos es (0, 0), por lo tanto:
R*=V, @ V.
13. Se considera en R® los subespacios siguientes:
Us={(x, y, 2)|x+y+2=0}
W={(, 2, 3t)|te R}
Demostrar que R*=U @ W.
Solucion
U N W={(0,0,0) pues si v=(x, y,2) € U N W se verifica:
por pertenccer a U: x+y+2=0

L fy=x
T
2 Si v=(x, y, z) € R* al ser R?=U+W existen dos vectores
ueUyweW tales que v=u+w, entonces

=x=0=v=(0, 0,0
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u=(a b c) con atb+c=0
w=(t, 2t 3t)

Por tant

=utw = (x ¥, 2=(a, b, oI+t 2 30

de donde:
x=a+t
y=b+2t
z=c+dt
0=a+b+c

por tanto:

Ix-3y+32)

Todo vector de R se puede poner como suma de uno de U y
otro de W.

14, Consideremos dos subespacios cualesquiera U y W de un espacio
vectorial [V(K). +, -]. Demostrar que U ( W es también un
subespacio vectorial de V.

Solucion

Comprobamos que ¢l conjunto de vectores que pertencce a

U 1 W satisface los dos axiomas generales de subespacio vectorial

xeUyxeW

L VxyeUnWs=
¥ {yEUeyEW
x+yeU



2. YaeK
= w
szur\w} metin

En efecto

axe

15, Consideremos dos subespacios cualesquiera U y W de un espacio

vectorial (V(K), +, . Estudiar si U U W es también subes-
pacio vectorial de V.

nlEU}eueU nw

Solucion
Comprobamos si se cumplen las dos condiciones:

LV, yeUUW=x+yeUUW

Para la primera
xeUbxeWoxeUnw

Vx, yeUUW = ° °
yeUbyeWoyeUnw
estudiamos cada caso separadamente.
— Si los dos vectores estan en uno de los dos subconjuntos:
xevu
yeU
u w

— Si uno de los vectores pertencce a la interseccion

xeU
=x+yeUCUUW
u

yeEUNW.
w
— Si x pertenece a U y al complementario de W.
— Si y pertencce a W y al complementario de U.
L -
e X+yeU nW=(Uu W
w
yEW .
YU fFrrey &



No consttuye subespacio vectorial
Asi considerando en R xR los vectores
eR ®
ety R
yeR 5
TR
16 En el espacio vectorial V(R) se verifica
x, Hyx ey =0 siendo @ - 2,20
Demostrar que el subespacio vectorial o variedad lineal engen-
drado por los vectores x, y X es ¢l mismo que el engendrado
por los vectores x; ¥ X;.
Solucion
%, 2,40 = a, y , son distintos de cero.

Liamamos U & la variedad engendrada por X, ¥ Xy.
Liamamos W a la variedad engendrada por X ¥ Xy.

5 s
eU = x=ﬂ.x.+ﬂ,x,=ﬁ.(—5xr;’x,)+ﬁ,x,=
N

8 “‘)x,ew

luego U € W.
Del mismo modo:

" a4«
VxeW = ‘=ym+r:h=7,(A—xr—’x,)+v,x,=
) L

—1a% 72%
= Ly, +(75-22% )x, e U
s o (7; il

luego W C U.
De las dos inclusiones U=W.

17, Sabiendo que los vectores {uy, us, us, u,} son linealmente inde-
pendientes, demostrar que también lo son los vectores {v,, vy, vy, v}



vy=u,
vy=uy iy
vy =ty U +ty
Dy=ty Uy Uy
Solucion
Para que {V,, V5, vy, V,} sean lincalmente independientes tiene
que ocurrir

V)0V 8V Y =0 = o =0y =

Sustituyendo

0+ By (0 )+ 0 (U + U + U+ (U Uy U+ u)
operando
0 U+ 0 U+ Uy U+ B U+ O, o Uy 2 U

de donde

(o + a0y + oy o )uy (0 4oty +a)uy +lay +og)uy + o U, =
Como {uy, uy, uy, u,} son linealmente independientes

@ +o gt

@ oyt
= g =a=2,=0,=0
oy y=0 ===
=0
18 Sea {x,, un conjunto de vectores del espacio vecto-

X}
ial V' lmealm:mz independientes. Probar que los vectores
%, Xy, - con g escalares distintos de cero es tam-
Bl cocpunto™de etsoee. licalmante iadependiéates
Solucion
Xy, %Xz, s %X, son lincalmente independientes si

Bi(ax))+Bylaaxa) + 4 Bolatgx,) =0 = =By ==, =0




aplicando las propiedades del espacio vectorial
(B 2%y +(Baa)%s 4+ (Byzo)%, =0
Como X;, Xy, ... %, son' linealmente independientes =

Bity=Pae; Buz=0
pero como a,, 1, .., &, son distintos de cero entonces
Bi=p, 0

19. Consideremos el espacio vectorial V formado por las funciones
de R en R

fG)=e*  g(x)=x*  h(x)=x
Demostrar que f, g, h son linealmente independientes.
Solucion
Se tiene que cumplit
af+bg+ch=f, = a=b=c=0
siendo f, la funcion nula.
Luego
af(x)+ bg(x)+ch(x)=f,(x)=0 de donde
ae¥ +bx’ +cx=0
Para x=0 = ae°=0 = a=0.
Para x=1 = ac*+b+c=0.
Para x=2 = ae®+8b+2c=0.
b+c =0
8b+2c=0
Las funciones dadas son linealmente independientes.

20.  Consideremos el espacio vectorial V formado por las funciones
de

Como x:o:{ =b=c=0

f(x)=senx  g(x)=cosx  h(x)=x
Demostrar que f, g, h son linealmente independientes.



Solucion
Se ha de cumplir:
af+bg+ch=f, > a=b=c=0
aplicando a x
af(x)+bg(x) +ch(x)=F,(x) =0 = a senx-+b cosx+cx=0

Para x=0,x= y x= s¢ obtienc un sistema cuya solucion es:

a=b=c=0
Por tanto, f, g, h son lincalmente independientes.

21 Sean x, y, z tres vectores de un espacio vectorial V (R), demos-
trar que Si x, y, z son linealmente independientes, también

Xty x-y  x-ly+z
son linealmente_independientes.

Para que (x+Y), (x—y), (x—2y+ i indipens
s (x—2y+2) sean linealmente indepen

Ax+Y)+b(x=y)+o(x~2y +2)=0 = a=

Operando:
ax+ay+bx—by+cx —2cy +cz=0

(a+b+o)x+(@-b—2)y+cz=0

de donde:
c=0
a-b-2=0p =a=b=c=0
a+b+c=0

Por tanto, estos vectores son linealmente independientes.

22 Dados tres vectores linealmente independientes, demostrar que el
sistema de tres vectores obtenido sumando dos cualesquiera de
los anteriores también es lincalmente independiente.

Solucion
Los vectores X, y,  son lincalmente independientes =



ax+fy+yz=0=a=f=y=0

Los vectores
x+y, x4z y4z
son linealmente independientes

ax+y)+b(x+2)+e(y+2)=0 = a=b=c=0

operando:
(a+b)x+(a+c)y+(b+c)z=0
luego
a+b=0
a+c=0p =a=b=c=0
b+c=0

Por tanto, x+Y, x+2, y+2 son lincalmente independientes.

23 Demostrar que B={1, (x~2), (x~2)?} es una base del espacio
vectorial P (R) de los polinomios en x de grado menor o igual a
2

Solucién

Para que sea base tiene que ocurrir que los vectores que com-
ponen la base sean lincalmente independientes y que cualquier poli-
nomio de segundo grado se pucda expresar como combinacién li-
neal de los vectores que constituyen la base.

— Para la primera parte, si

@+ 140y =2)+o5(x =2 =0 = o, =, =0y
En efecto, desarrollando:
405X~ 20+ 1yx2 —doyx + 4oy =0
agrupando:



(=25 +4a5) - 1+(ty —day )X +ayx
=20, +42,=0

a,—4a

ay=

= o =a,=a,=0

— Para la segunda parte, supongamos, por ejemplo, €l polino-
mio
P=3x2-10x+12

veamos si se puede poner como combinacién lineal de los vectores
de la base. Por ello

P=a- 14+b(x—2)+c(x—2)
tendremos que determinar a, b y ¢
P=a+bx—2b+ox?—dex+do=
=(a—2b+4c)+(b—do)x+ox?=3x*— 10x +12

12
10 3 =c=3, b=2, a=4
3

Por lo tanto, los componentes del vector P en funcion de la
base son (2, b, =(4, 2, 3).

Cualquier vector se puede poner como combinacion de la base.
24, Demostrar que
B={l, x, x(x=1), x(x—1) (x-2)}

es una base del espacio vectorial P (R) de los polinomios en x de
grado inferior o igual a



Solucion
Para que sea base

3, 143 xbagx(i-Dbax-)(x-2)=0 = 5, =x

Si se hace
x=0= 2,0

x=1=2,+9,=0

= oy +22,422,=0
X=3 = oy +3a, 43 20,432 Ia,

de aqui:

%

=ty =u,=0

Cualquier vector se puede poner como combinacion de los vec-
tores de la base B.

25, Sea B={l, x, x* x*} una base del espacio vectorial de los
polinomios de grado menor o igual a 3. Demostrar que los vecto-

(1-x), x(1-x), x*(1-x), ¥

son linealmente independientes
Solucion

Para que sean linealmente independientes:

o, (1=2 4 X(1=xP + 2,13 (1 ~x)+ 2,0 =0 = o, =0, =y =2, =0
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Desarrollando:

ay (1 =X =, ~ 3oy x4+ 3,2 - x?

ax(l-x7= %= 20,7 40,
ayx(l—x)= agxt—ayx?
ax = ax

sumando miembro a miembro
D=0, 1+(=3a, 4+ 05) * x40y =20, +25) X2 H(— 3=ty
+ag) %

lucgo

30, +ay=
3, -2, +a,

— oy 0=+, =
Por tanto, los vectores dados son lincalmente independientes.

2. Sea B={1, , x*} una base del espacio vectorial de los polino-
mios de grado inferior o igual a 2. Demostrar que los vectores

1+ x(1+%),
Son linealmente_independientes.

Solucion

a(l +x)2+Bx(1 +x)+yx*

0= a=p=y=0
operando resulta:
2 1+Qa+P)x+(a+p+y)x2=0

Como {1, x, x?} es la base, resulta a=p=y=0.



1. Dado el vector x expresar éste como una combinacién lineal de
los vectores a y b, y encontrar las coordenadas de x con respec-
toaayb en los siguientes casos:

1) x=(1,0),a=(,1),b=0,1)
2) x=(1, 1), a=(2, 1), b=(~1,0)
Solucién
1) x=za+fb lucgo
(1, 0)=a(l, D+BO, 1=z )+0, H=( a+h)
de donde: .
1=a
ol O
Por tanto x=a-b

Las coordenadas de x con respecto a a y bson 1y —1.

2 x=aa+fb, luego
(L, h=a D+B(=1, 0=z, a)+(-p, 0=Ca~f, o)
de donde
ety e
Por tanto x=a+b
Las coordenadas de x con respecto a a y b son 1y 1.

28. Dado el vector x expresar éste como combinacion lineal de u y
v, y encontrar las coordenadas de x con respecto a u y v en los
siguientes casos:

D x=2, 1), u=(1, =1), v=(1, 1)
2) x=(43),u=(@2, 1), v=(-1,0)




Solucion

D@ h=al, —D+BW 1) =a=% y p:%

1
Las coordenadas de X con respecto @ uy v son 5 y

) (@ =al DHB(-1, 0= a=3y p=2

Las coordenadas de X con respecto a u y v son 3y 2

29, Se considera el exdgono regular ABCDEF con centro en 0y s
toma como base {0 ={uy, up). Se pide:

1) las coordenadas de los vértices del exdgono

2)__Las expresiones de los siguientes vectores: AB, BC, CD,

DE, EF, FA en funcién de los vectores de la base.

Solucion

1
OA=u, = A(l, 0)
OB=u, = B(0, 1)

—u,4u, = C(=1, 1)
u, = D(-1, 0) >
OE=-0B=-u,=(0, -1)

OF=-0C=u,-u, = F(l, -1)

2 Los vectores pedidos son:
AB=0B-OA=-u,+u;
BC=—0A=-u,
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D= -0B=-u,
BE=AB-u,-u,
EF=0&-u,
FA=0B=u,

30. Dados los vectores
o= 1,5, 3); 0,=(5, =3, 2, =1) y v3=(=11, %, 4, y)
correspondientes a un espacio vectorial V. Determinar X e y para
que sean linealmente dependientes y determinar la relacion de
dependencia.
Solucion
Como v, y ¥, son lincalmente independientes hacemos
vy=av, +bv,
(=11, x, 4, y)=a(2, 1, 5, 3)+b(5, -3, 2, -1)
operando:
(=11, %, 4, y)=(2a, a, 5a, 32)+(5b, —3b, 2b, —b)=
=(2a+5b, a~3b, Sa+ 2b, 3a-b)
igualando:
—11=2a+5b
x= a-3b
4=5a+2b
y=3a-b

tomando la primera y tercera ecuacion, resulta:
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de donde:

x=a-3b=2+9=11
=6+3=9
La relacion de dependencia es:

y=3a—
Vy=av, +bv,=2v,~3v,

31. Determinar los valores de m y n para que el vector (1, ~1, m,
n) del espacio vectorial V de dimensidn 4 pertenezca al subespa-
cio vectorial engendrado por los vectores:

2, 1L349y@12 1,2
Solucion
Se ha de cumplir que:
(1, -1, m, n)=a(2, 1, 3, 4+b(1, 2, -1, 2)
operando
(1, =1, m. n)=(2a, a, 3a, 4a)+(b, 2b, —b, 2b)=
=(2a+b, a+2b, 3a—b, 4a+2b)
e igualando:

n=da+2b
tomando las dos primeras
1=2a+b

=a=1lyb=-1
~l=a+2b} il

Sustituyendo en las dos ultimas:
m=4  n=2



3. Determinantes, Matrices
y Sistemas

'CONCEPTOS TEORICOS

— Matriz Un conjunto de mxn elementos de un cuerpo K.
distribuidos en un cuadro de m filas y n columnas se llama matriz
sobre K.

— Determinante: Dada una matriz cuadrada A de orden n, le
asociamos un nimero llamado determinante que es la suma de
todos los productos posibles de n elementos clegidos de modo que
haya un clemento de cada fila y uno de cada columna, anteponien-
do a cada producto el signo + o — segiin que las permutaciones
que indican a fila y la columna sean de la misma o de distinta
clase.

— Menor complementario: Si ¢n una matriz cuadrada de orden
n se suprime la fila i y la columna j, se obtiene otra matriz de
orden n—1, cuyo i se llama menor del
elemento a,; y se representa por .

— Adjunto de un clemento: El adjunto de a; es

— Matriz traspuesta: Es la que resulta de cambiar filas por
columnas. Se escribe AT,

— Matriz adjunta de una matriz cuadrada A de orden n cs la
matriz que resulta de sustituir cada elemento a,; de A por su adjun-
to A, en el determinante |A| y después trasponer la matriz asi
obtenida.



— Matriz inversa de una matriz cuadrada A no singular es:
A- l—mﬂﬂjA
— Rango de una matriz: Es el orden del mayor menor no nulo.
—_ M-m:s ortogonales: Una matriz cuadrada A es ortogonal
si AT=A"1
— Regla de Cramer: En un sistema de n ecuaciones con n in-

cognitas siendo el determinante formado por los coeficientes de las
incognitas distinto de cero (A#0), la solucion del sistema es

en donde A, es el determinante obtenido snpnml:ndo Ia columna i
por la columna de términos independientes en

— Teorema de Rouché-Frobenius: Dado un sistema de m ccua-
ciones lineales con n incdgnitas x;, si llamamos A a la matriz for-
mada por los cocficientes de las incognitas y B a la matriz que
resulta de agregarle a la anterior la columna de términos indepen-
dientes y llamando a r(A)=h y a r(B)=}’ resulta que si

h#h' = Sistema incompatible

el h=n determinado

’ Sist il
o Sistegicompatiole {h<n indeterminado

PROBLEMAS

1. Calcular el valor del determinante:



Restando de cada columna la dltima resulta:
15533 -4 0 0 05
523833 0-3 0 05
55355| = 0 0-2 0 5|=
55545 0 0 0-1 5
55555 0 0 0 05

=(=9(=3(-2(-15=120

2. Caleular el valor del determinante Ay

123
-1 0 3
1 -2 0
el il
e R R

Solucion
Sumando a la 2% 3 .., 8* fila la 1* resulta:

p -2

00 ©2:3:4:5-6-7-8=81

3. Sin desarrollar los determinantes, demostrar la identidad:
1 a & |be a a*
1 b b|=|ca b b?
I ¢ ¢ ab ¢ ¢



Solucion

Multiplicamos la 1.* fila por a, la 2* fila por b y la 3* fla por ¢,
dividiendo por abc para que el determinante no varie:

be a a abe @ a* 1a @
ca b bf=tlabe b b|=Lanc|1 b b=
b occ| Plae @ @ P |1 e
1 a? a®
=|1 b b
1 ¢

1 1 1 1 1
L-1 o111
A=|1 1 -1 1 1
1 1 1 -1 1
1 1 1 1 -1

Solucion
Seguimos los siguientes pasos:
Restamos la 1* columna al resto de columnas, resultando:
A=16

5. Calcular el determinante de la matriz




Solucion

que
1 1 1 11

Sumando la 1.* fila a todas las demas, el determinante no varia,
edando:

Este determinante corresponde a una matriz triangular, siendo
su resultado el producto de los elementos de la diagonal principal:

=1-2-2 . - 2=20"}

6. Calcular el valor del determinante:

1 1 1 1
1 l+a, 1 1
A=|1 1 I+q 1
1 1 l I+a,
Solucion
Restando a cada columna la 1.* resulta:
A=a, a, .. a,
7. Calcular el valor del determinante:
i
(n+1)?
A (n+2)?
(n=1)?
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Solucion

Restando a cada fila la anterior, resulta:

? o
4 (+1)?
52 . (@427 | =

@+17 @427 . Qo1

2045

Restando de la 3 fila la 2* y de la 4* la 3" resulta:

17?22 e ., ol
305 7 . 4l
=12 2 2 2
2 % 2 2

ya que tiene dos filas iguales.

8. Calcular el valor del determinante:

14 Pt p+2q .. pt(n—1l)gq

pta  pt2q Pt p+nq
A p+2q  p+3q  p+dq p+(n+1)q
p+(m—1)g p+ng p+(n+l)gq p+2(n—1)q
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Solucion
Restando a cada columna la anterior:
A=0

9. Demostrar, sin desarrollar ninguno de los determinantes, la si-
quiente identidad:

1323 4 21 123
45 0|5 1 2f< 50
105 033 318
Solucion
123 421 123 450
4 5 0|+ S 1 2[=/4 5 0]+2 1 3=
105 033 105 123
123 123 1 2 3 123
=4 5 o|l+4 5 0| 4 5 0 |=[4 50
105 d 13 142 0+1 543 318

1
b =(a=b)(b-c)(c~a)(@a+b+c)
@ poe
Solucién

11y 0 01
b b-
a b oc|=f a-b h—cc,,blb,c
2 bY@ 2-b bog o b =%
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a-b
(a—b)a?+ab+b?)  (b—c)(b?+bc+c?)

1 1
a?+ab+b?  b2+be+c

=(a-b)(b—c)

=(a—b)(b—c)|

1 0
la?+ab+b?  b+botc?—(a’+ab+b?)

=(a-b)b—c)

1 0
a?+ab+b?  c?+be—ab—
=(a—b)(b—c)(c? + bc—ab—a?)=(a—b)(b—c)[blc—a)+(c—a)

(c+a)]=

=(a-b)(b—c)c—a)a+b+c)

11, Determinar el rango de la matriz

2 4 5 1
1L 6 2 -1
=13 4 0 2
1 -2 3 2
Solucion
2 4
L 61:114:8;«0 = r(A)>2
f 2 ;:Z4+20»90—16=—61¢0=11A)23
340
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2

weo e a

1
3
1 o

por ser la 4 fila combinacion lineal de la 1.* y de la 2 (1.* fila —
27 fila).

Por tanto el rango de A es 3.

12 Determinar el rango de la matriz A

A=
1

3
3
1
1 -1

14

12 5

23
11
Solucion

r(A)=4

13. Determinar la matriz X que verifica la relacién

01 0
120 010 1 10 2
-10 2(=3x 211 0 [N
100 301 -2 01 -1
Solucion
120 (BRI
-1 0 2] =3X 133
100 023
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120 111
-10 2 133 =3X
100 023
120 1 3 -10
102 s -2 ex
100 2 -2 2
-3 5 -4 2o
1-3 4 f=3xex=g| 1 -3 4
3 -1 0 3 -1 0

14 Determinar la matriz cuadrada X que verifica la ecuacion

A-B-C-X=1I
siendo
1 =2 1 2 4
A=
[z 4 71] 0 -5
-2 1
20 10
C‘[fl :] "[0 1]
Solucion
s
2
i o
X=C~'(AB—1T) hon
2 2
15 Resolver la ecuacion
AC-BX=21



siendo

s - =

y X una matriz cuadrada de tercer orden.

Solucion
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1 2 =2 5 -2 5

1
X=3| 1 4 -20l4 0 9
-1 -4 4]l o0 3
1 n -2 29
=3 19 -2 47
17 2 -8

16. Dadas las matrices A y B

10 -1 20 1
A=l 1 1 0 B=[ -1 0 -1
[T 121

Resolver la ecuacion: 3A—2BX =1 siendo X una matriz cua-
drada de tercer orden e I la matriz identidad de tercer orden.

Solucion
5 3
7 13
3 1 1
cirgaiel Ll 2
X=(2B)"'(3A-]) i i 3
3
-4 -2 3
17. Demostrar que la matriz
111
A=|111
rri

verifica la relacion A*=3"-1A



Solucion

Calculamos:
111 333 (B
111 =1333|= 3]111]=3A
134 333 111

111
A’=A?-A=3AA=3A7=3(3A)=32A=3* | 111
111

Suponiendo que es cierta A"'=3""2- A
vamos a probar que se verifica A"=3"""- A. En efecto:
AP=AT 1 AZ3I2. AL A=I2. AT 3. At

18. Dadas las matrices:
110 100
A= 011 010)| B=4A-1
001 001

Caleular:
1) B" paraneN
2) A" paraneN
Solucion
1) Obtenemos las potencias sucesivas de B
1107 [100] [o10

B'=A-I=| 011 |-Jo10|=]001
001 001 000



010 010 001
“B=| 001 001]|=J000
000 000 000

001 010 000
B’=B?-B=|000 001 |=f000
000 000 000

Para n>3 = B
2)  Las potencias sucesivas de A son:
A (l!»,nuu+l!)=41+m;+“<"")Bz
va que B =B
Por tanto:
100 010
a={ 010 +nfoor] +
001 000
n(n-1)
001 In=3
PLIUDRN TN S T
g ooof Loo 1
19. Sea la matriz:
0000
4 |2000
=12200
2200,

Se pide:
1) las potencias sucesivas de A

110



2) Sea B=I+A. Expresa B" en funcion de I, A y A%
siendo I la matriz identidad,

3) Demostrar que B™'=1-A+A?
Solucion

1)

2)

B”={I+A|"=(;) ( )l' ‘A+< )I“"A’+ +( )A -
:1+..A+(;)A’=l+m+“(" D

3)

B B '=I=(I+A)I-A+A})=1-A+A?+A-A?+A’=
Por tanto

BB~
De la misma forma: B~'B=I

2. Sea M una matriz cuadrada tal que M*=M y N otra mariz
cuadrada tal que N=2M~1.

Demostrar que N* es igual a la matriz identidad.

Solucion
N=2M-1

m



N2=2M -1} =4M*—4M +1=4M -4M +1=1

21, Demostrar que si la matriz M verifica
M*-M-I=0
entonces existe la matriz inversa de M.
Solucion
M?-M-1=0 = M?=M=1= M(M-D=I
de donde M—I1=M"" ya que MM~'=1

22, Demostrar que el conjunto de matrices de la forma

M(x):[: cosax senax]

—senax cosax
siendo a€ R y fijo y Vx € R forma un grupo multiplicativo
4, 1

Solucion

Comprobamos las propiedades
— Operacion interna: M(x) - M(y) € 4
cosax senax] [ cosay senay
Mo M= il ]
—senax cosax | | —senay cosay
[ cosax- cosay—senax - senay
~| —senax - cosay —cosax - senay
cosax - senay +senax - cosay |_
—senax - senay +cosax - cosay. N

7[ cosa(x+y) sena(x+y)

—sena(x+y) cosn(x+y']:M'x+w
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— Propiedad asociativa
M) - MHIME=MEX M) - M@)]
M(x+y) - M(z)=M(x) - M(y+2)
M +y)+Z]=M[x+(y +2)]
— Elemento neutro: Es la matriz M(0)
M(0)* M(x)=M(0+x)=M(x)
— Elemento simétrico: El simétrico de M(x) es M(=X)
Ml—l):l:
cumpliéndose: M(x) - M(~x)=M(x—x)=M(0)
— Propiedad conmutativa:
M(x) - M(y)=M(x+y)=Mly+x)=M(y) - M(x)
Por tanto (4, + ) es grupo abeliano

cos(—ax) sen(—ax)
—sen(—ax) cos(—ax)

23. Demostrar que. el conjunto de matrices de la forma
@ 00
M=0 Ix
001
en donde a#0 es un nimero fijo y X un nimero real, tiene
estructura de grupo respecto a la multiplicacion.

Solucion

Comprobamos las propiedades:
— Operacién interna:
@ 00) [od] [ao o
M M=[0 tx]| o 1y|<|o 1 x+y]=Mx+y
oot]loot] [o o1

13



— Propiedad asociativa
[M(x) - M{y)] M(z)=M(x)[M(y) - M(z)]
— Elemento neutro:
M) - M(e)=M(x)
M(x+e)=M(x) = e=0

luego
a'00] [1o0
MO)={0 10{=|010] es el clemento neutro
ool oot

— Elemento simétrico:
M(x) - M(=x)=Mix=x)=M(0)

luego
20 0

M(-x)=|0 1 —x

0 0 1

es ¢l elemento simétrico de M(x)
— Propiedad conmutativa:
M(x) - M(y)=Mi(y) - M(x)
Por tanto (.4, + ) es grupo conmutativo

24 Sea R el conjunto de los nimeros reales y 4 el conjunto de las
matrices de la forma
X 2x
3 4x
con x mimero real.
Definimos la_ aplicacion f:R —s 4 dada por:

4



x %
/(")=[3x 4

Demostrar si f s 0 o isomorfismo o un homomorfismo con
respecto a las operaciones ordinarias de suma de nimeros reales
y suma de matrices. Lo mismo para el producto de nimeros
reales y el producto de matrices.

] VxeR

Solucion
Se tiene que cumplir:
BR—s A

_[xx
5 3 4x
vy
y_'[ly 4y]
D ) =+0)
Veamos:

x w] [y o] [ x+y 2x+y)
() +1(5)= E E

) +0) [3x 4xj|+|:3y 4y] [J(x+yj axty) 7T

Respecto a la suma es homomorfismo pero al ser f aplicacion
biectiva, se trata de un isomorfismo.

2) f(x - y)=1(x) - f(y)

o Tx w[y o[ wey Zxy+sry
@ “y"[sx Ax] [3y 4y]‘[3xy+12xy 6xy+16xy]
oy o]y 2]

’[15xy szy}{ky Axy]"" v

Para el producto no hay homomorfismo
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25. Dadas las matrices

RSP

Determinar x ¢ y para que sean tres matrices dependientes y
calcular la relacién de dependencia.

Solucion

Ponemos la matriz M dependiendo de N y P
M=aN+bP

3 2] [t 4], [t 2
e BB
Operando:
[3 Z]S[a da]+[ b Zb]{ a+b 4a+2b]
x v 7 [sa 2a]"[3 b|7[sa+3b 2a4b

Igualando:

de donde

3=a+b
2-4a+2b
x=5a+3b
y=ta+b
De las dos primeras ecuaciones:
.
2:2::217} wassdybes

Sustituyendo en las dos ultimas:

La relacion de dependencia es:
M=-2N+5P
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2. Sea la matriz
12
A=|
[: 2]
Encontrar el valor de m para que existan matrices B no nulas,
tales que
AB=0
Solucion
a b ;
Sea B=| 1 |, entonces se veriica:
1 27[a b]_[0 0
oy 2l SH: o]

a+2e b+2d ][0 0
3a+me 3b+md] |0 0

de donde
2+2=0
b+2d=0( a=-2] _ (~6+m)c=0
- -
a+me=0(" b=-2d ~ (~6+m)d=0
3b+md=0,
Puede ocurrir

—6+m=0 6 c¢=0
-6+m=0 6 d=0

Por tanto, m=6 6 ¢=d=0, pero si c=d =0 entonces a=0 y b
=0 y resultaria B=0, por lo que desechamos esta solucién y nos

quedamos con:

Por tanto,
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27. Resolver el sistema
x+2y=3
x—y=1
2x4y=0
Solucion

Formamos las matrices:

1 2 1 2 3
A= 1 -1 B=[ 1 -11
21 2 10

y calculamos su rango
TA)=2 y r(B)=3
1(A)#1(B)
El sistema es incompatible, no tiene solucion.

28. Estudiar y resolver si es posible el sistema
2x43y- z=1
x—y- 2=2
x— y-2=1
x+ y—3z=0

Solucion

El sistema es incompatible, no tiene solucion.

29, Resolver matricialmente el siguiente sistema

1us



Solucion

Puesto el sistema de forma matricial

12 0 X z
[EER I
o1 2]4lz -3

Multiplicando los dos miembros a la izquierda por la matriz
inversa de la formada por los coeficientes resulta:

x 12 o] 2
y =f 11 =1 4
z 01 2 -3
Como
12 0 3 -4 2 -3 4 2
11—t 2 2 1|4 o2 -2 4
01 2 1 =1 =1 -1 1 i
de donde
x -3 4 2 2 4
yl<] 2 -2 < 4= -1
z

U -3 -1
La solucion del sistema es:

x=4, y=-1, 2z

30 Resolver matricialmente el siguiente sistema

x4ytzet= 2

xby-z 1
yz—t=-3
x=ytz=t= 0

n



Solucion

El sistema puesto matricialmente
X
y
z
t
x
y
z
t

La solucion es

Discutir y resolver segiin los valores del pardmetro a el siguiente

3L
sistema:
Solucién
Formamos las matrices A y B
3 -2 3 -2 -1
a1 a 10
22| B2 a3 2
4 -1 4 -7 -4
Como
3 -2
il _]\ —5#0 = r(A)=2



3 -2 -1
2 -3 2| =4820=1(B)=3
4 -7 -4

Para cualquier valor de a: r(A)#r(B), por tanto, el sistema es
incompatible.

32 Discutir y resolver i es posible el sistema para los distintos
valores del pardmetro b
x-3y=2
x—by=1
x-2y=0
2x-2y=4
Solucion

El sistema es incompatible cualquiera que sea el valor del
parémetro b, pues

(A)=2y r(B)=3

33. Determinar los valores de m para los que admita solucion el
sistema homogéneo de ecuaciones:

mx+ y+ z
x+my+
x+ y+mz
Solucion
Hacemos:
m i1
1 m 1{=m’-3m+2=(m-1)*@+2)=0
1im

— Param=1y m= -2 el sistema tiene solucién distinta a la
.

trivial
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— Para m=1, ¢l sistema resulta compatible indeterminado:
X+y+2=0
x+y+z=0p =x=—(y+2)
X+y+z=0,
Para cada par de valores de (y, z) se obticne un valor de x.
— Para m=-2, el sistema es compatible indeterminado

-z 1
oz 2] 24z

I

1 -2

~2 -2

1 —2| 24z
M T

1 -2

Para cada valor de z se obtiene un valor de x y otro de y.

34. Estudiar y resolver el siguiente sistema homogéneo para los dis-
tintos valores de a

Solucion
Para a# -2 el sistema tiene de solucior

Para a=-2 el sistema es compatible indeterminado de solu-
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cion: x=x, y:-;, z=-2x

35. Discutir y resolver el sistema segiin los valores del pardmetro a:

Solucion

Formamos las matrices

lal lall
Ila 11a0
all a i1t
Para calcular el rango de A
lal
11a|=l+a*+l-a—a-a=a’-3a+2=
all] =@-12a+2=0

— Para a#1 y a#—2 = r(A)=r(B)=3.

El sistema es compatible determinado tiene una solucion para
cada valor que demos a a distinto de los antes citados.

— Para a

x+y+z=1
x+y+z=0
x+y+z=1

r(A)=1 y r(B)=2 = r(A)#r(B)
El sistema es incompatible
— Para a= -2
X=2y+ z
X+ y-2z
-2+ y+ z=1
r(A)=2 y r(B)=3 = r(A)#r(B)
El sistema es incompatible
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36. Estudiar el sistema segin los posibles valores del pardmetro m
~24 y+ oz

x+my+ z

X+ y+mz

Solucion
Para m#1 y m# —2 el sistema es compatible determinado

Para m=1 el sistema es incompatible
2 ¢l sistema es compatible indeterminado

Para m=

37. Discutir el sistema

bx—2y= 3
segin los valores de los pardmetros a y b.

Solucion
Las matrices
17 1 7T 2
A=l a 1 y B=| a 1 -1
b -2 b-2 3

tienen como rango

17

2
=-2-Tb=| =
b72| 2 0=b 7

1 2
Entonces para az; 0 b# —3 = r(A)=2

1.7 2
a 1 —1[=3-7b-4a-2b-2-2la=1-9b-25a=0
b-2 3



1-25
b=—

="y

Por tanto

1-25
g

1) Sib# = r(B)=3 = Sistema incompatible

—25a

2) Sib y ne% = r(A)=r(B)=2 = Sistema compati-
ble determinado

1-25a 1 2

5 ¥ a=3 = b= entonces

r(A)=1y r(B)=2 = Sistema incompatible

9

3) Sib=

38, Discutir el sistema segin los distintos valores de los pardmetros

a
. Ax—ay+ b=0
ax—dy-2b=0

Solucion HemuJik =0

El sistema s puede poner de la forma

Llamando
4-a 4 -a-b
A=| a -4 B={ a -4 2
1-1 1-1-7
48l terar0ma=t4 [P Yocarsm0mand
a -4 1-1
4-a-b
a —4 2b|=112-2ab+ab—4b+8b—7a%
1-1-7

125



_12-Ta? -T@-4)@+4)

=b
a4 a4

Podemos hacer ¢l siguiente estudio:

a-4 (B)=3

N P e
1) Pua{“‘ e r(A)<3} = Sistema incompatible

a2

2) Sia=d4yb= = r(A)=1y r(B)=2 = Sistema in-

a4

112
compatible :

) 12-7a?
3) Siagdyb=— = r(A)=r(B)=2 = Sistema compa-
tible determinado

4 Sia-4yb=

patible determinado

112-7a*
a—

= r(A)=r(B)=2 = Sistema com-

Si a=—4 = b=0= r(A)=r(B)=2 = Sistema compatible
determinado.
39. Discutir y resolver cuando sea posible el sistema

Solucion

A=




Para calcular r(B) hacemos

1 -1 21 0 -3 11
) 1 210 1 2 10
2 1 nl 0 -3 n-21
04m-1n3| |04m-1 n 3

—[-9(n—21+4m—1-3n—(n-2)(4m—1)+3n+9] =
=-[-9+18+4m~1-(4nm—8m—n+2)+9]=
=—[-8+12m—4nm+24] =8n—12m +4nm - 24 =0
8n-24=i2m—d4nm
8(n—3)=4m(3—n)
2n-3)=m(3-n) = si n#3 = m=

Por tanto:
t(A)=3

{8y g = Ssema incompatibe

) Slm#—lyn$3={

3

2) Sim=-2yn#3 ,{ = Sistema compatible de-

terminado.

1(A)
1(B)

3

3) Sim#g-2yn=3 Q{ = Sistema compatible de-

terminado.

t(A)
1(B)

HA=2 . Sitems compalible fade-

4 Sim=-2yn=3= {rlB):l

terminado.
40. Estudiar el sistema segin los distintos valores del pardmetro a
ax+y+z=a?
x=y+z=1
3x—y-z=1
6x-y+z=3a
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Solucion
— Para a=2 ¢l sistema es compatible determinado, siendo la
solucion Gnica.
— Para a#2 el sistema es incompatible.
41. Estudiar el sistema
ax+y+z=a’
x-y+z=1
3x-y-z=1
bx—y+z=3a

segin los valores del pardmetro a.

Solucion
Las matrices del sistema:
a 11 a 1 1 a
1 -1 1 T T |
Al oY Bl o o
6 -1 1 6 -1 1 da
r(A)=3 Va
Calculamos ¢l rango de B
& 1 Tat a 11 a
L1 11| 142 0 2 I4a?
3 -1 -1 1| 34a 0 0 14a? |
6 -1 1 3a| |6+a 0 2 3ata’
I+a 2 1+4a?
=(=1) [3+a 0 1+a® | =—4(a-2)
6+a 2 3a+a’

de donde:
— Si a#2 = r(B)=4 por tanto r(A)#r(B) y el sistema es in-
compatible.
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— Sia=2 = r(B)=3 por tanto r(A)=r(B) el sistema es compu-
tible determinado, siendo la solucion
x-y+z=1
3x-y-z=1
6x—y+2=6

x=1, y=1, z=1

42 Estudiar la compatibilidad del sistema segin los valores del pa-
rimetro m y resolverlo en los casos en que sea posible

Solucion

— Para el valor del parémetro
ble determinado, siendo su solucion Gnica

el sistema es compati-

— Para valores del parametro m# — 1 el sistema es incompati-
le.

43, Estudiar el siguiente sistema para los distintos valores del pard-
metro m
m x+(m=1)y+ z=m+l

(m+2)x+ +
(m+1)x +(m+1):

Solucion  Formamos las matrices

m m-1 1
m+2 1 1
m+l 0 m+l
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m m-1 1 m+l
m+2 1 1 m+1
m+l 0 mil m+l

A
— Sim#0, m#l, m# —1 = r(A)=r(B) y ¢l sistema es
compatible determinado teniendo solucion Gnica.

— Sim=0 = r(A)=r(B)=2y el sistema es compatible indeter-
minado teniendo infinitas soluciones.

0->m=0, m=1y m=

—m(m+1)(m-1

m=1= r(A)=2 y r(B)=3. El sistema es incompatible y
no tiene solucién.

m=—1= r(A)=r(B)=2 y el sistema es compatible inde-
terminado teniendo infinitas soluciones.

44. Discutir el siguiente sistema segun los valores del pardmetro a
2x43y—- z=a
x+2y+3z=1
Sx48y+ z=3
Solucion

1(A)=2 por ser la 3 fila la suma del doble de la primera y de
Ia 2, cualquiera que sea e valor del parimetro a.

(B)=2 para a=1, ya que la 3. fila serd la suma del doble de la
12y de la 2%

Por tanto, para a=1 ¢l sistema es compatible indeterminado
teniendo infinitas solucioncs. Para a#1 ¢l sistema s incompatible
10 teniendo solucion.

45 Resolver el sistema

x+ay-z=-2
(a+1)x+ y+z=a+2
Sx— y—z=-2



para cada uno de los valores de a que lo hacen compatible.

Solucion
1 a -t 1 a -1 =22
=la+tt 1 1|y B=[a¥l 1 1 a+2
5 -1 -1 5 -1 -1 =2

[Al=a? +Ta+6=(a +6)a+1)=0
— Para a=—1 = |A|=0 = r(A)=2 y r(B)=3.
. El sistema es incompatible.

— Para a=—6 = r(A)=2 y r(B)=3 y el sistema es incompati-
ble.

— Para a# -1y a#—6 = r(A)=r(B)=3.
El sistema es compatible determinado.

46. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segin los valores de
a y resolverlo en los casos posibles

(@a=1)x+y+az=0
ax+y-az=0
x+y+az=0

Solucion

— Para a=0 el sistema tiene como solucion
x=y=0 Vz
— Para a=2 el sistema tiene como solucion

1
s v

Para a#0 y a#2 el sistema tiene como solucion x=y=z
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47, Discutir y resolver segiin los valores del pardmetro a el siguiente
sistema:

x+ ay+ z= |
x4 3y— 2= 2
3x+2ay+3z=~1

Solucion
a1 a1
=23 -1 y B=|23 -1 2
32 3 322 3 -1

£(B)=3 cualquiera que sea el valor de a
|A|=9-3a+4a—9+2a~6a=0 = a=0

— Para a#0 = r(A)=r(B)=3 ¢l sistema es compatible deter-
‘minado, teniendo una solucion para cada valor del parametro a.

— Para a=0 = r(A)=2 y r(B)=3 = ¢l sistema es incompati-
bie.

48. Estudiar segin los posibles valores del pardmetro a el sistema
ax+ y+ z=1
xtay+ z=1
x+ y+az=1

Solucion

— Para a%1 y a# —2 el sistema es compatible determinado.
— Para a=1 el sistema es compatible indeterminado.

— Para a= -2 el sistema es incompatible.

49. Dado el siguiente sistema de ecuaciones
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3x— 2= 1
x+dy+
2x—5Sy+a:

Estudiar dicho sistema para los distintos valores de
los pardmetros a y b, resolviéndolo en los casos en que sea
posible.

Solucion
3 -1 2 3 -12 1
A< 1 4 y B=[1 41 b
2 -5a 2 -5a -2
JAI=0=a=1

£(B), sistema compatible.
(A)=2 y ¢l rango de B lo hallamos tomando

la 1% 2* y 4* columna de B.
3 -1
1 4 b|=0=b=3
2 -5 -2

Por 1o que b=3 = r(B)=2, se tiene que el sistema tiene infinitas
soluciones por ser compatible indeterminado.

— Para b#3 = r(B)=3 y entonces r(A)#r(B) y el sistema es
incompatible.

Resumiendo:

— Para a#1 y Vb = r(A)=r(B)=3, sistema compatible deter-
minado.

— Para a=1 y b=3 = r(A)=r(B)=2, sistema compatible in-
determinado.

— Para a=1 y b#3 r(A)=2y r(B)=3, sistema incompatible.
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50. Encontrar el valor de a para el cual son compatibles las ecua-
ciones del sistema

2y- z=a
3x  —2=l1

y+ z=6
x4 y—d1=a

y resolver para dicho valor de a.
Solucién

— Para a#6 = r(A)#r(B) el sistema es incompatible.

a a=6 = r(A)=r(B)=3 el sistema es compatible deter-
minado por ser 3 ¢l nimero de incognitas. La solucion es:

x=5, y=4, z=2.
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4. Aplicaciones lineales
y bilineales

CONCEPTOS TEORICOS

— Homomorfismo entre espacios vectoriales o aplicacion lineal:

Sean V y V' dos espacios vectoriales y f una aplicacion de V en V',
habremos establecido un homomorfismo entre espacios vectoriales
o aplicacion lineal si:
1) VxyeV = fx+y) =i+
2) W¥xeVyVaeK = f(ox)=af(x)
Cuando T es biyectiva tendremos definido un isomorfismo.

— Niscleo de un homomorfismo f de V en V': Es el conjunto de
vectores de V cuya imagen por f es €l elemento neutro de V'.

— Cambio de base: Si en un espacio vectorial V se considera
una basc B y otra nueva B, la expresién que nos determina la
relacion existente entre las coordenadas de un vector de V en am-
bas bases es: [x]=[x']C, siendo |C|#0.

— Expresion matricial de una aplicacion lineal:

bI=[x]A
siendo [x] las coordenadas de un vector e [y] las de su imagen.

— Expresion matricial de una aplicacion lineal al cambiar de

base. Sea

f:V—V
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y C la matriz de cambio de base en V y C' la de cambio de base en
V' y A la matriz de la aplicacion lineal
[y]=[x]A'=[x]CAC™*
— Aplicaciones bilineales: Sean V., V, y F tres espacios vecto-
iales, decimos que la aplicacion
f:V,xV, — F
es bilineal, si se cumple:
1) fxy +x5, ) =H(xy, ) +(x3, )
flex, y)=ed(x, y)
2) fx, yrkya) =15 y,)+x,y2)
fx, ay)=af(x, y)
— Aplicaciones trilineales: Sean V,, V, Vs y F cuatro espacios
vectoriales, decimos que la aplicacion
£V, xVyxVy — F
es trilineal, si s cumple:
D) f(xy+52,%,2)=0(x,, %, 2) +1(x2, ¥, 2)
f(ax, y, 2)=af(x, y, 2)
2) f(x,y,+Y2 D=f(x,y,,2)+(x, Y2, 2)
flx, @y, 2)=af(x, y,2)
3) 1y 2420) =000, 5,2,) +x,,2;)
f(x, y, az) =af(x, y, 2)
PROBLEMAS
1. Averiguar si los cuatro vectores
x=(=1,7,2 -4
y=0.1,-2, 1)
2=(1,0,0,1)
t=(1,3,2 -1
son 0 no linealmente independientes. En caso de no serlo encon-
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trar la relacion de dependencia.
Solucion

Para que los vectores x, y, z, t scan linealmente indepen-
dientes ha de ocurrir
ax+by+cz+dt=0 = a=b=c=d=0
En efecto
a(=1,7, 2, —4)+b(0, 1, =2, D+c(l, 0, 0, 1)+d(1, 3,2, 1)
=0, 0,0, 0)

Igualando

- +c+ d=0

7a+ b +3d=0

2a-2b  +2

—da+ bic— d=0
-1 01 1
7 10 3 71 3 |-1 01
2 =20 2/= 2 -2 2|7 7 13]|=0
-4 11 -1 [-4 1 1 2 -22

Por lo tanto los vectores X, , 2, t no son linealmente indepen-
dientes ya que el delermmmle formado por los coeficientes de las
incognitas es cer

Para hallar la relacién de dependencia climinamos la cuarta
ecuacion y resolvemos ¢l sistema

-k +e+ d=0
Ta+b +3d=0
2a-2b  +2d=0

de donde
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-1 0 -d

7 1 -3

2 -2 -ud
3 =

La relacion de dependencia es:
ax+by+cz+dt=0

d d 3
—xHgY-3dzHdt=0 = x=y 3242t

2. Averiguar si los cuatro vectores:
(1,200
-1,31,1)

=@ 1,0,3)

d=(0,21, -2)
Son 0 no linealmente independientes. En caso de no serlo encon-
trar la relacion de dependencia.
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Solucion

Son linealmente independientes por ser el determinante

120 o
131 1
a0 3
021 -2
distnto de cero
3. Se consideran los vectores de ¥,
a=(1,2,0)
b=(1,0,2)
e=(1, 32

Se pide:
1) Constituyen una base de V,?

2) iDepende de estos -vectores el vector x=(2, I, 6)7 En
caso afirmativo hallar la relacién de dependencia.

3) Escribir un vector, si existe, que no dependa linealmente
de los vectores dados, razonando la contestacion.

Solucién
1) Para que constituyan una base
aa+fbtye=0= a=p=y=0
all, 2, 0)+4(1, 0, 2+(1, 3, 2)=(0, 0, 0)

donde
a+f+ y=0
2u +3y=|
28+2y=0
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Por tanto {a, b, ¢} constituyen una base.

2)  Para ver si el vector x=(2, 1, 6) depende de {a, b, c} tiene
que ocurrir

x=x,a+Xb+x,¢
@ 1, =x,(1, 2, 0+x,(1, 0, D+x(1, 3, 2)
igualando

= x+ atx

=X, =1, = =
Tmdyy kR ek %%
6= 2m,42x,

Las componentes de x en funcién de {a, b, ¢} son (=1, 2, 1).

3)  Cualquier vector de V, depende de {a, b, c} ya que estos
constituyen una base y por la propia definicion de base, todo vec-
tor de un espacio vectorial se puede expresar como combinacion
lincal de los vectores de la base.

4. Se considera un espacio vectorial Vy y en él tres vectores:

a=(1, 1,0
b=(0,1,2)
=@, -1, -1)

Se pide:
1) (Constituyen estos vectores una base de Vy?
2) £n caso afirmativo, obtener un vector que sea combina-
cién lineal de ellos.
Solucion
1) Los vectores a, b y c son linealmente independientes por ser

el determinante
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0 1 21#0
3 =1 -1
constituyendo una base de V.
2) Un vector que dependa linealmente de ellcs es:
x=la+2b+3c=(10, 0, 1)
Para cada tres niimeros reales hay un vector que depende de la
ase.
Sea M el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2
sobre R y sea E el espacio vectorial de M formado por las matri-
ces del tipo

>

b
[ hy +c:| cona b ceR

—b+c a
Probar que

01 01

-1 0] x A”[J u]

10
wll T 4

forman una base B de E.

Solucion
Para que A,, A,, A, sean linealmente independientes
oA +BA+7A; =0 = a= =0

oo ol oo li o
[ M5 AFC oMo oHsey 2]

0 a

de donde:
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Como segunda condicién, cualquier vector de la forma:
a  bic
~b+c a
se puede poner como combinacion lineal de los vectores de la base

a  bic
me ﬂ]—aA,+bA,+cA,

[owe "2l Tl ol ]

6. En el espacio vectorial Py de los polinomios de grado menor o
igual que 3.

Se pide:

1) Demostrar que {1, (x+1), (x+1)% x°} es una. base.

2) Hallar las coordenadas de (x+1)* respecto a esta base.
Solucion
1) Labase canénica de Py es B={1, x, x%, x’}. Respecto a esta
base las coordenadas de los vectores dados son:
1,0,0,0

T+x=(1, 1, 0, 0)

(I+x)=1+22+x*=(l, 2, 1, 0)
©,0,0, 1)

siendo linealmente independientes ya que
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1000
1100
20|
0001

Constituyen, por tanto, una base B de P, pues ademas cual-
quicr vector de Py se puede poner como combinacion lincal los

vectores de B.

2)  Las coordenadas de (x+1)® respecto a esta nueva base B se
calculan asi

=[x+ )= 1P =+ 1P -3+ 1743+ 1) -1
(1P =1=3(x+1)+3(x + 1) +x*
las coordenadas de (x+1)? respecto de B son:

M =331
7. Dadala sxguwme aplicacién f definida entre los espacios vectoria-
les Ry R®
f)=(x 1, =x)
decir si | es un homorfismo y en caso afirmativo estudiar su ni-
cleo e imagen.
Solucién

e debe de comprobar que se cumplen las dos condiciones
de aplicacion lineal u homomorfismo entre espacios vectoriales

1) 1, +X)=Mx) (k) ¥y, x, € R
2) f@x)=af(x) VxeRyVaeR
Veamos la primera:
f(xy +x5)=[(x, +x3) 1, —(x;+x,)]
1 10 +10xa) =y L =X+, 1 —x) =[xy %), 2, —(x,
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Por tanto:
1%y +x2) #1(x,) +1(x;)
No es un homomorfismo.

8. Estudiar la linealidad de la aplicacién
f:R*— R
definida por: f(x, y)=3x+2y+1
Solucion

Se ha de cumplir:
1) fxy, ¥+, Y =10, +%5, y1+Y2)
2) ffatx, ] =afxy)
y 1o es una aplicacion lincal pues
1xy, yi) 13, Y A0+, Y1 4Y2)

9. Se considera la aplicacion f:R* — R* definida
Sx, p)=(x=y, x+)
Se pide:
1) Demostrar que es una aplicacion lineal
2) Hallar su nicleo
3) Hallar su imagen
Solucion
1) Veamos las propiedades-de la aplicacion lineal
a) M0, ¥)+(0g YII=Iy 4%y yit+ys) Vi, yih
(3 y2) €R?
1k +%a, Yo +Y2) = [ +X) = +2h (i +x)+0+YD)] =
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=0 =y2)+ (2 =y2) (% +y0) + (5 +y2)] =X~y X, +y,)
+(X2 =Y Xa+y)=f(x;, y)+i(xz0 ¥2)
b) fk(x, y)1=f(kx, ky) VkeR y ¥(x, y)eR?
fLk(x, y)]=f(kx, ky)=(kx—ky, kx+ky)=
=[k(x-y), k(x+y]=k{(x, y)
Es una aplicacion lineal
2)  El nicleo se obtiene asi:
Kerf={(x, y) € R?|f(x, y)=(0, 0)}
f(x, y)=(x—y, x+y)=(0, 0)
x—y=0 .
x+y=0} Wl
Por tanto Kerf={(0, 0)}
3)  La imagen
fx, Y)=(x=y, x+y)=(x, )+(=y, y=x(I, D+y(=1, 1)
es un subespacio vectorial engendrado por los vectores (1, 1) y
(-1 1)
10. Dada la siguiente aplicacion f entre los espacios R® y R® defini-
“a por S(x, 3, 2)=(2%, x+y, 0)
decir si es un homomorfismo y en caso afirmativo estudiar su
niicleo e imagen.
Solucion
— Es homomorfismo pues
1%y, Yoo 200z, Y2, 2 =1, +X5, Y1 Y20 214 2)
fla(x, y, 2]=af(x, y, 2)
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— El nicleo es Kerf={(0, 0, 2) Yz € R} y para z=1 decimos
que el ncleo esth engendrado por (0, 0, 1)

— La imagen Imf={f(x, 3, 2) V(x, y, 2) € R%} =
={@y, x+y, 0), Vx, yeR}=
={x2 1, 0+y(, 1, 0), Vx, y€R}
Para x=1, y=1 la imagen esta engendrada por (2, 1, 0) y
© 1,0

Comprobar que la aplicacién

J:Va(R) — Vy(R)
siendo V, el conjunto de polinomios de grado igual o menor que
2, definida por:

Slax*+bx+c)=ax?

es una aplicacion lineal y determinar su nicleo.
Solucion

Llamando: P=ax?+bx+c
Q=cx?+dx+c
f(P+Q)=I(P)+(Q)

resulta:

En efecto:
P+Q=(a+c)x*+(b+d)x+(c+e)
f(P+Q)=(a+o)x*
f(P)=ax?
f(Q=cx*

La segunda condicion: f(r P)=rf(P)

}f(P+Q)=f(P)+f(QD

rP=rax’ +rbx+rc
f(rP)=rax* -
£1(P)=r(ax?) }[(IP)~ f(P)  Se cumple
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— El niicleo lo forman todos los polinomios de primer grado
pues tienen como imagen el elemento neutro

1(0x? +bx+0)=0 - x=0

12. Dada la aplicacién
SV (R)— V;(R)
dada por: f(x,, X, Xy)=(X;=%3, X3=X3)
Se pide:
1) Demostrar que f es un homomorfismo de V en V,
2) Matriz asociada al homomorfismo
3) Determinar las dismensiones de Imf y Kerf
Solucion

1) Se trata de un homorfismo entre espacios vectoriales pues
cumple las dos condiciones:

101, X3 X)+(1s Yoo YII=F1+Y1, Xa 4z, X3Hyy)=
=[x +y) = (xa+Y2), Koty = (K +y)]l =0 =X, X3=X3)+
1= Y2 2= Y2 =100, Xy X+, Y2, ¥3)

flalxi, X2, %)) =f(ax,, ax,, ax;)=(ax, —ax,, ax,—ax;)=
=a(x, Xy, X;—Xy)=af(x,, X3, X3)

2)  Para la matriz asociada al homomorfismo se determinan
las imégenes de los vectores que constituyen la base candnica (1, 0,

%0 L0Oy©O01)
(1, 0, 9)=(1, 0)
10, 1, 9=(~1, 1)
10, 0, 1)=(0, -1)

Por tanto la matriz f referida a las bases canonicas es
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3)  Las dimensiones de la imagen y del nicleo son:
dimImf=r(A)=2
dimKerf=dimV,—dimImf=3-2=1

13. Dada la aplicacién
CfRR— R?
definida por:
Sy, 2)=(x=y, 2=y)
Se pide
1) Comprobar que f es lineal
2) Hallar la imagen de la base candnica
3) Hallar la imagen del vector (1, 2, 3)
Solucion
n f(x, y, 2)=(x-y, z—y)
fix', y, Z)=(x' -y, Z-y)
£ (x+X, y+Y, 242)=[x+X)=(y+Y), @+2)—-(y+Y)]
=[x=y)+&-y), E-y+E-y)]=
=(x=y, z=y)+' -y, Z-y)=fx y, 2+, ¥, )

fk(x, y, 2] =f(kx, ky, kz)=(kx—ky, kz—ky)=
=k(x—y, z=y)=kf(x, y, 2)

2 La imagen de la base canonica
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fle,) =1, 0, 0)=(1-0, 0-0)=(1, 0)
f(e)=f(0, 1, 0=(0—1, 0-)=(=1, ~1)
f(ey)=f(0, 0, 1)=(0-0, 1-0)=(0, 1)

3)  Laimagen de x=(1, 2, 3) es
f=A(1, 2, H=(1-2 3-2)=(-1, 1)

14. Sea f el homomorfismo
i —
definido por:
1,0,0=2,~1)
£0,1,0=(-3,2)
10,0,)=(1,5)
Caleular: (4, 1)

Solucion

2 -1
e ¥21=0x x; X371 A=[x, x, x,][ -3 z]
s

Por tanto,
2 -1
4 11=[x, x;x3]] -3 2
1 3

2,3+ xy=4
—x,+Zx,+5x,=I}
2,-3x,=4- x,

—x‘+le=l—5x,}

de donde
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4 x, -3

x,:‘ Lll—ﬂx,

1-5x, 2|
7 =3
-1 2
| 2 4- x|
e
Xy= '2 753” —6-1lx,
-1

Luego:
£71(4, 1)=(xy, Xg, X3) =(11 = 17x5, 6 = 11x5,Xy) =
=(11,6,00+x5(=17, —=11,1)  VxyeZ

Del conjunto R® se considera el endomorfismo f definido por:

15.
= ete
‘e
Sles)=e,+e;
donde B={e,, ¢,, e;} es una base candnica de R®. Se pide:
1) Construir la matriz asociada al endomorfismo.
2) Probar que f es inyectiva.
Solucion
1) La matriz del endomorfismo [ referido a la base B es:
011
Al 101
110
2 Como |A|=2+#0 = f es automorfismo = f es inyectiva y,

por lo tanto, es inyectiva.
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16. Sea f: R* — R® un endomorfismo definido por los transfor-
mados de los vectores:

S(=1,1,3)=(6,-4,16)
f(=21L,1)=(~2,-51)
6.2, -1)=(1,14,-12)

Hallar:

1) Las ecuaciones de la aplicacién lineal.
2) (Es un automorfismo?

Solucién
n
[y1=[x1=A
6 -4 16 -1 1 3
-2 -5 1|5 —21 1 ]|A=
14 -2 32 -1
31
A<l -1 2 -4
-1 17
Las ecuaciones son:
2 3 1
Ol=0xaf -t 2 -4
3 -1 7

2

Se trata de un automorfismo por ser:
(A)=3

17, Sean los homomorfismos f y g de R® en R® definidos por:
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Sxy)=(x+y,x=y,2x+y)
gx )= (x=y, x+y, x+2y)
Caleular:
1) Matriz asociada al homomorfismo f.
2) Matriz asociada al homomorfismo g.
3) Matriz asociada al homomorfismo f+g.

Solucion
1) Hacemos:
(1, 0=(1, 1, 2) 112
10, H=(1, -1, l):Mm:[l -1 1]
2 Hacemos también:
g, 0=, 1, 1) [
80, =(-1, 1,2~ M(g)"[—l 1 2]
3

M(H-y:M(lHMts):[g g i]

18, Sea B=ley, e e, s} una base del espacio vectoril de
dimension 4 y sea f un endomorfismo de Vs

Sley)=e,+es—e
fle)=e, e,
fles)= & e
Kerf={e,+e,}

Determinar:

1) La matriz del endomorfismo.

2) Dimensiin de Ker f e Im f.
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3) Ecuaciones del niicleo y de la imagen.

Solucion
1) Como e,+e, € Kerf = f(e, +¢,)=0
Por ser f homomorfismo: f(e, +¢,)=f(e,)+f(e,)=0
fleg)=—fe,)= —(e, +ey—cy)= —¢, —¢; +ey
Resulta:
fle)=e, +e,—¢;
f(e))=e, +ey
fles)= e —eg
fleg)=—e,—e,+e;y
La matriz del endomorfismo es:
1 1 -1 0
A= 1 0 0 1
oo -1
-1 -1 1 0
2)
dim Imf=r(A)=3
dim Kerf=dimV,—dim Imf=4-3=1
3)  Ecuaciones de la imagen
[yl=[x]A
1 -1 0
1 0o 0 1
i ve ysyd=laxaxsxdf o0 g )
~1 -1 1 0
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o bien,

-

+Xy—x
+Xg

Yo= Xg=Xy
Las ccuaciones del niicleo son: [x]A=0

XAx,  —x=0
Pl G e
-x Hx,= X3=x,=0

X=Xy =

El nicleo esta engendrado por el vector (1, 0, 0, 1).

19. Sea B={e,, e, e3} una base del espacio vectorial V, de dimen-
sién 3 y sea f un endomorfismo de Vy dado por:

Sle)=e,~e;
fle)= e
Kerf={e;+e;}

Determinar:

1) La matriz del endomorfismo.

2) Dimension de Kerf.

3) Dimension de Imf.

Solucion

n

10
—1 1 0| siendo [y]=[x]A
10
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20.

dim Kerf=1

dim Imf=2

En un espacio vectorial V de dimension 3 se consideran las bases
B={e,=(1,2,0); e,=(0, 1, 3=(2, =1, 0)}
={u=(=1,0, =) u=(1, 0, 0); us=(0, 1, 1)}

Si un vector x respecto de la base B tiene como componentes
(1, 2, 3), qué componentes tiene respecto de la base B?

2

Solucion

X=ae, +be, +oey =10, +2u,+3u,
x=a(l, 1,0)+b(0 1L )+e@ —1,0=1(~1,0, —1)+

21, 0, 0)+30, 1,
operando

B

(a+2c, 2a+b—c, b)=(1, 3, 2)

Respecto a la base B el vector x tiene de componentes (% 2, %)

Encontrar las componentes de un vector de R, respecto de la
base B={(1, 2, 3); (3, 4, 0); (I, 1, 0)} sabiendo que sus compo-
nentes respecto de la base B'={(1, 1, 0); (0, 1, 1; (1,0, 1)} son
@11
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Solucién
Liamando a, b, ¢ a las componentes del vector en Ia base

B se ha de cumplir

a(l, 2, 3)+bG, 4, 0+c(l, 1, 0)=2(1, L, 0+1(0, 1, )+1(1, 0, 1)

operando:

(a+3b+c, 2a+4b+c, 3a)=(3, 3, 2)

de donde

22 Consideremos un espacio vectorial Vs y en él una base B forma-
da por los vectores e,= (1, 2, 1); e;=(0, 1, 2) y es=(1, 2. 0).
Se pide:
1) Encontrar otra base B en V,
2) Si las componentes del vector x son (3, 2, 1) referidas a
la base B, eudles serdn sus componentes referidas a la nueva

base B?

Solucion
1) tra base B en V. estara formada por 3 vectores que sean
st independientes. Por ejemplo:
&=(1,0,0)
&=(00, 1,0
&=0,01)

2) La matriz C del cambio de base es
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o=
o N -

1

c=| 0

1

los componentes de x referidos a la nueva base son:
9, —4, —6)

23, Sea B={e,, ey, e, e,) una base del espacio vecrar:nl V. yB
={e), ey+ey e, +ey+ey, e +eyteyte,). Se pi

1) Demostrar que B es una base de V,

2) Encontrar las férmulas del cambio de base

3)  Determinar las componentes del vector x en base B sa-
biendo que en la base B son (1, 2, 3, 4).

Solucion
1) Para ver que son lincalmente independientes se tiene
U o + o =0 = &y =@y =ay = =0
Sustituyendo
a8 +oy(e +e)) Hag(e, +e +ey) tayle e ey tey)=
=gy + o+ )y + + +xg)ey (0 +a)es +aye, =0
Resulta
@+, +ay+a,=0
a,+a,+a,

Efectivamente B es una base de V,
— La matriz C de cambio de base viene dada por:
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100 0T[ e
1100|]e
t11o|fe
uy=e,+e;+e54e, u, 1111 €.

U =e; uy
uy=e;+e,+¢; uy
0
0
0
1

1
1
1
1

- o

2 La expresion del cambio de base es: [x]=[x]1C

3

1
[ X % xJ=[1234] ; =[10974)
1

2. En el espacio vectorial Vy (R) tenemos dos bases B y B' y cono-
cemos las expresiones de tres vectores x, y, z referidas a ambas
bases. En la primera base B las componentes de estos tres vecto-
res son: x=(1,2,3); y=(0, 1, 2); z=(1, 0, —1). En la base B'
X=(1,0,1),y=(01,1),2=(1, 0, 2). Hallar la matriz C del
cambio de base.

Solucion
14 7

xI=x1] 0 3 6

0 -2 -4

25, Consideremos una aplicacién lineal f; de V, en V, siendo un
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vector del niicleo el (0, 1, 1) y las imdgenes de los vectores (1, 0,
0) y (3, 2, 1) los vectores (2,0, 1) y (1, 2, 1) respectivamente.
Caleular:

1) Matriz de la transformacion
2) Dimension de la imagen
3) Dimension del niicleo
Solucion
1) La ecuacion de la tranformacion es [y]=[x]A
(0, 1, )=(0, 0, Oy
(1, 0, 0= 0, 1)
16,2, )=, 2, 1)
Se tiene:
[000)=[0 1 1A
{20 1=[1 0 0JA
[121]=[321]A
de donde



2) Dimension de la imagen de f
dim Imf=r(A)=
3 Dimensién del nicleo
dimKerf=dimV;~dimImf=3-2=1

2. Sea un homorfismo f:R* — R* determinado. por:
16, =D)=01,0,1,0
S(=2,1)=(0,1,0,1)

Se pide:
1) Hallar la matriz asociada al homomorfismo
2) Hallar la ecuacion de la imagen de |

Solucion

n

Ya=Xi+2x,

Ya=X1 430,

2. En ¥y so comidra I boe Ble, o, e} y el endomorfismo f
definido respecto a la base B py

Slages+mer+asey)= (@ +ay)e,+ (@ +ay)e, Hoa—ay ey
Calcular:



Expresién analitica del endomorfismo |
2) las ecuaciones del endomorfismo
3) Las ecuaciones del nicleo

4) Dimensiones del niicleo y de la imagen
Solucion
1) Para =1y ay=a,=0=fe)=¢, —¢;
Para q,=1y a,=2,=0 = fle)=  e+e,

=0 = f(eg)=¢, +¢,

Para ay=1y o=

La matriz del endomorfismo es

10 -1
A=l o1 1
110

2 Las ecuaciones del endomorfismo son: [y]=[x]A

1o
Dy ysl=bxi xp x,1f 0 1 1
11 0

Yi=%  +X3

3)  Ecuaciones del nicleo
X 4x3=0
Xp X3 =0 0 = X=Xy, X=Xy
—Xg+%, =0
El nicleo ests engendrado por (1, ~1, 1)
4)  Dimensiones del nicleo y de la imagen
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dimImf=r(A)=2
dimKerf=dimV —dimImf=3-2=1

8. Se considera un homomorfismo del espacio vectorial V; (R) en
Vy(R) dado por

»=  m-xn
+4xy
N= -2

Caleular:
1) El nicleo del homomorfismo
2) El transformado del vector z=(2, ~1, 0) en el homo-
morfismo.
Solucion

) Las ecuaciones del niicleo son

esté engendrado por el vector (4, 1, 1).

2 El transformado de z=(2, ~1, 0) es

0 -1 0
[Z1=[z1A=[2 -1 0] 10 2|=[(-1-2-2]
-1 4 -2

29, Se establece un homomorfismo f entre los espacios vectoriales Vs
3 Vi de tal forma que los vectores x=(1, 2, 0), y=(I, —1, ~2).
2=(0, 1, 1) tienen como imdgenes por f: X = (1, 2,0, 1), y = (3,
1,4,0), 7= 3, 1, 1). Se pide:

1) Hallar la matriz del homomorfismo.
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2) Hallar las ecuaciones del micleo.

Solucion
1) La matriz del homomorfismo la obtenemos asi:
xX1=[x]A
[y1=[ylA
[Z1=[z]A
de donde:
[ 20 11=[1 2 0JA
B140=[ -1 -2A
231 1J=[0 1 1]A
1201 12 0
a0 -1 —2fa
%3 11 [
por tanto,
12 o] 1201
A< 1 -1 2 31 40]|=
0 1 1 2311
-1 2 4 1201
=l - 2340 |=
-1 1 3 2311
B R n 3
- -6 -5 -6 -1
8 8 T 2
2)  Las ecuaciones del micleo son:
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13 12 12 3
[ 00 0j=[u, v, uJ| -6 -5 —6 -1
8 8 7 2
de donde,
13u,—6u, +8u,=0
120~ Su, +8u, =0
120, ~6u+Tuy =0
3u,— u+2uy=0

30, Se establece un homomorfismo f entre dos espacios vectoriales
R® y R? tal que los vectores

x=(1,2,1) X=(,1)
—1,0) p tienen por imagen{ ¥y =(2, 1)
1, 5, 0) Z=(, -1)
Determinar:

1) La matriz del endomorfismo.
2) Dimensiones de la imagen y del niicleo.
3) Ecuaciones del nicleo.

Solucion
)
11 4
ad 2 1| Diemoa
-6 -t
2

dim Imf=r(A)=2
dim Kerf=1



11 4
0 0=l x x]| -2 -1
-6 -1

de donde,
llx,Alxz—Gx,:O}

4%,— x,— x,=0

31. Dada la aplicacién

FiRS— R
mediante

Sle)=ei—e;

Slea)=e,

fle)= ey
Caleular:

1) Matriz de la aplicacion.
2) Probar que f es lineal.
3) Ecuaciones del niicleo.

Solucién

1) La matriz de la aplicacién es:
1 -1 0
1o o [yl=[xJA
[

2)  Hay que comprobar que
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fax)=af(x)

— Para la primera:
Vx=(x;, X3, X3), Y=Y, Y2, ¥3) €R®
Hx+y)=0x, +Y1, X2 +Y2 X3 +Y3)=
1 -1 0
=4y Kty Xyl 1 00 0=
[

I T A R R Zha s T R oY

=1, 33 x)=0x 1 11 [ 10 0 f=
0

=[x +x —X+xs —%]

110
)=y, Y ¥)=bn va 31| 1 0 0 }=
0o 1 -1

=Dn+y: —Ni+ys —¥sl
Se cumple: f(x)+f(y)=f(x+y)
— Para la segunda:
Vx=(x;, X5, X;) R’ y YaeR

f(ax)=f(ax,, ax,, ax;)=[ax, ax; ax;]| 1 0 0 |=
0

=[ax, +ax, —ax,+ax; —ax;]



1 -1 0
af(x)=af(x,, x;, x;)=alx, x, 1) 1 0 0 [=
0 1 -1
=a[x,+X; —X;+X3 —x;]
Se cumple: af(x)=f(ax)
3)  Las ecuaciones del nicleo vienen dadas por

1(x)=0

10x1, %3, %3) =[x, X3 %3]

1 0
1 0 o0 =p 00
0 1 -1

de donde

x+x, =0
-

El nicleo esta formado por el vector (0, 0, 0).

32 Dada la transformacion
LR — R
determinada por
tley)=e,
tley)=e,

tles)=e,
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Se pide:
1) Probar que t es transformacion lineal.
2) Escribir la transformacidn t -t -t
3) Obtener el transformado por esta transformacion com-
puesta del vector x=(1, 2, 3).

1 La matriz de la transformacion t es
001

Y2 ysl=lxixa %] 10 0| [yl=[IT
010

Se ha de cumplir:
tx+x)=t(x)+1(x')
tax)=at(x)

— La primera de ellas

001
t=lx x; 51| 1 0 0 |=0xy x5 %]
010

001
W)=l x| 10 0 |=ixxx]
010

oo~
[]

00
txHX) =[x, 4%, Xa+Xy X+x]| 10
01

=[x+ X3+ X 4;]
Se cumple.

— La segunda
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01
at=alx, x; ;1| 1 0 0
10
También se cumple.
2)  Lamatriz de la transformacion t - t - t la obtenemos muli-
plicando
00 1][oo 1] o001 100
T-T-T<{ 1 00|l 100|100 010
otoflorto]foro 001

Se trata de la matriz identidad.

3)  El transformado del vector x=(1, 2, 3) en la transforma-
cion compuesta es el mismo (1, 2, 3).

33 Se establece un homomorfismo f entre el espacio vectorial Vy y
el espacio vectorial V, dado por:

fa,0,1)=(,2, -1,0)
S0, 1, 1)=(1,0,0,1)
10,0,0=0,1,1,0)

Hallar:
1) Las ecuaciones del homomorfismo.
2) Sien V, se establece una nueva base B' y en V, se establece
también una base nueva B' siendo las matrices de cambio de base
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12 00
oo 01 10
c=lo 1 VG0 0 -1

1 -1 11 10
respectivamente. Hallar la expresion del homomorfismo referida a las
evas bases y la imagen del vector v=(I, 1, 0).

0
1
0

Solucion
1) Las ccuaciones del homomorfismo las obtenemos asi:
12 -10 101
10 01|01 1|A
o1 L0O 100
to |2 -1 00 1
A< 011 10 ot|d -1
100 01 10 1o -1
12-10 0o 1 10
1o o101t 21
o1 tollt 120
2
Se tiene:
b1=0x1A
X]CA = [y]=[x]CAC; '
Luego: A'=CAC}!
12 [l
1t o000 1t 1o]for rof
a<fo 11f|flo -1t 21]foo -1t 1| 7
1 -toJft 120l 10
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1 2 00
o1 1 0 01 10
=10 0 1 00 -1 1
02 -1 -1 11 0
0 -10 1
11 1
o1 1 ol z 2° 3
to oo aff o -
02 -1 -1 2 2 2
Loty
2 2 2
0 1 0 o0
11 3
l=im g
0 -1 -2

La expresion del homomorfismo referida a las nuevas bases és:

0o 1 0 0
PR I 3
M=K -5 ! 3
20 -2
La imagen del vector v=(, 1, 0) es
0 1 0
1o
=01 10) -5 -5
1= 10 -5 =5 1
20 -1

34. Un homomorfismo f establecido entre dos espacios vectoriales
R® y R® viene dado por la matriz

11



-1 1

En R? se establece una nueva base siendo C la matriz del cam-
bio. En R? se establece una nueva base siendo C, la matriz del

cambio
121 10
c o -10 C"[-t 1]
110

Se pide:

1) Determinar la expresién del homomorfismo referida a las nue-
vas bases.

2) La imagen del vector x=(I, 1, 1) en las nuevas bases.

Solucion:
Ul
10
¥1=[XJCAC; *=[x]| 1 1
20
2

X=@ 1

35. Consideremos R® y R* con su estructura de espacio vectorial
sobre R con bases B={u,, uy, uy} y B ={v,, v,} respectivamen-
te.

Sea f:R*~R* un homomorfismo tal que:
= v+,

0y +20,

Slug)= vy=30,




Caleular:
1) Dimensién de imagen y micleo del homomorfismo.

2) Sea E:{)
homomorfismo referida a las bases B y B.
-
1) Las ecuaciones del homomorfismo son:
13
Duyd=lxxx]) -1 2
1 -3
— La dimension de la imagen: r(A)=2
— La dimension del nicleo: dim Kerf=3-2=1.

2) Efectuando un cambio de base en R? resulta:

b=byIC=0y]

ol = ol

1
2
1
2
y1=[x]A = [y1C=[x]A = [y]=[x]AC"*

1 3
i=tAC = | - 2

Nl
|
ol = ol

L oy+o, g(vﬁu,)}. Caleular la matriz del
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4 -2
=l 1 -3
-2 4
La matriz del homomorfismo referida a la base B y B es:
4 -2
1 -3
-2 4

36. Sean R® y R? dos espacios vectoriales referidos a bases candni-
e,

cas B={e,=(1, 0, 0), e;=(0, 1, 0), e;=(0, 0, 1)} y B'={u,
=(1,0), uy=(0, 1)}. Se efectiia un homomorfismo f de R® en R}
dado por:

Sle)=u +u,

Sle)=uy—u,

Sley=u,

Se pide:

1) Calcular la matriz del homomorfismo y las ecuaciones del
niicleo y de la imagen.

2) En R? se efectiia un cambio de base pasando de B a B={e,
=(21,0), &=(~1,0, 1), &=(0, 1, ~1)). Caleular la matriz del
homomorfismo referida a las bases B y B.

Solucion
b
1 1
D=0a) 1 -1
1o
V=X R+
Ya=%1 =%y
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Las ecuaciones del nicleo:

X +Xp+X,=0
X-x; =0
2
. —_— 3 1
bI=KICA=IA=IY
0 -t

37. Se considera un homomorfismo del espacio vectorial V, en V3

1a,2)=@,0,1)
SO, )=2,1,0
En V, efectuamos un cambio de base pasando de B={e,, e;} a
B={¢,, &} dado por:
& =e,+e;
&=e,—e;
En Vy efectuamos un cambio de base pasando de B,={uy, u;,
us} @ By={iy, i, iy} dado por:
= i

Uy =uy—u,
= w
Se pide:
1) Expresar la matriz del homomorfismo en las bases pri-
mitivas.

2) Expresar la matriz del homomorfismo en las nuevas ba-
s,

Solucion
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n

En las bases primitivas
yl=[x1A
[1011=[1 2]JA
[210]=[0 1JA

de donde

Lt o ik
S R

2) En las nuevas bases

38

Bl-mIc ]
-, o1-0aA
Sustituyendo

[y1C=[x]C,A = [y1=[x]C,AC™ ' =[x]A
Como

-3 -2
o= 2 1o
Una aplicacién f de R* en R* viene dada por:

, =1)
) 4)




Hallar la matriz del homomorfismo
1) Respecto a la base canbnica

2) Respecto a la base B={u,, u,} siendo

uy=e,+e;
up=e,—e;
Solucion
n
(3 -0=0 1A _[3 -1]_[t 1
2 4=02 J]A=[2 4]’[2 J]A
de donde A<| 1 77 tanto:
e donde A=| ;"¢ | por tanto:
7 -1
Lv]=[x][_4 6]
2)  Efectuando ¢l cambio de base
- = T2
1-menc-m[ | 3

39. Sea f un homomorfismo definido entre dos espacios vectoriales
3 RE
y R?* por
Jx, 3, 2)=(x+y, y+2)
Se pide:
1) Caleular la matriz del homomorfismo siendo las bases:
B={e,=(1, 0, 0); e;=(0, 1, 0); e;=(0, 0, )}

B={g,=(1, 0), =0, )}

de R* y R? respectivamente.
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2) Se efectua un cambio de base en R® pasando de B a B,
={u=(0, 1, 1), u=(~1,0,0), us=(1, 1,0)} y en R* pasan-
dode B a B, ={i,=(~1,0), i,= (I, —1)}. Calcular la matriz
del homorfismo en las muevas bases.

Solucion

1) Hacemos en f(x, y, 2)=(x+y, y+2)
fley)=f(1, 0, 0
f(ez)=1(0, 1, 0)=
f(e;)=f(0, 0, )=(0, 1)

La matriz del homomorfismo es

0
DI=0x) 1 1
01

2) Cambiando de base de B a B,

DeBaB,

La matriz del homomorfismo en las nuevas bases es

1=[xJA
[yIC=[x1CA
[y1=[X]CAC™* =[x A’
_ 011 10 1 ol
A=CAC'd -1 00 11 [ 1 -1] =
110 01
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-3 -2
1 0
-3 -1

40. Sea f un homomorfismo de R en R® dado por
Sy, 2)=(x, x—y, y=2)
Calcular:
1) L matriz del homomorfismo f considerando la base ca-
nénica B={e,=(1, 0, 0), e;=(0, I, 0), e=(0, 0, 1)}

2) Se cambia de base pasando de B a B={,=(1,0, 1), &,
=(0; 1, 1), &=(~1, 0, 0)}. Obtener la matriz del homomorfis-
mo en la nueva base.

Solucion
1) Respecto a la base canonica B
110
m=A=[f 0 -1 1
[
2) Respecto a la nueva base B
-2 1 -3
[y1=[xJCAC ' =[xJA=[x]| 1 -1 1
-1 2

41 En el espacio vectorial V y referida a la base B=(e,) se define
el endomorfismo f por la matriz T



NN
o~

Se pide:
1) Determinar el transformado del vector v=(1, 1, 1)
2) Se adopta como nueva base B la constituida por los
res

vector
ei=e,+e;
&= ete
&= e

Obtener la matriz que caracteriza el endomorfismo en la nueva
base By hallar el transformado del vector w=(1, 0, 1).

Solucion

] El endomorfismo en B viene dado por

1
bl=0ay o
1

owno
==

El transformado de v=(1, 1, 1) s

1
101

wi=it 1 f o 2 1=z 2 2)
100

2) La matriz del cambio de base de B a B’ es
110
cq4 011
001

La matriz del endomorfismo en la nueva base es
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D1=[xIT = yIC=[x]CT =

[s2]
110 101 1 10|t
T'=CTC™! 011 021 011
001 100 001

WIl=01 0 1 =20 2

gl
|

42. Se considera una aplicacion lineal de R® en R® dada por la
ma

Efectuamos un cambio de base pasando de la base candnica B a

(1,0, =2), &=(0, 1, 1), &=(1, 0, —1)}

Se pide:
1) Calcular la matriz de la aplicacion lineal en la nueva
ase.

2 Caleslr o g de actor 5= (1,2,) enfisclon de
la base canénica B.

3) Calcular la imagen del vector x en la nueva base B.
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Solucion

“ 02 -1
yl=txicaci=x1| 14 3
02 o
’ 12 1
) =mA=0 2 of 34 0|=07 10 1
1o -1
3) T

0
y1=x1A=01 2 0f 1
0

[SIFN

3|=2 10 5]
[

43. Dado el espacio vectorial R* y la aplicacién
f:R*xR*— R
(% y) ==X }+%2 2
siendo x=(xy, X;) € y=(v1, ¥2)
Demostrar que f es una aplicacion bilineal.
Solucion
1) Tenemos que comprobar:
f(x+2, Y)=f(, Y+ ) Vx, y, z€R?
En efecto
x+2, y)=10(x;, X)+@;, 22 O, ¥2)1=
=M, +2,, Xa+22), (1, Y2l =
1+ Z)Y 1+ 22)Yr =X+ 20 Y +XaYa +22Ya =
=531 +HXa¥a) +HE Y +22Y2) =10 Y+, 2)
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2) f(x, y+2)=f(x, y)+f(x, 2) Vx, y, zeR?
En efecto
1%, y+2)=1[(x;, %) (1421, Ya+2)] =X, (1 +2) + %, (02 +25)=
=XV G2 AR 02 = (Y XY (K2 + 5 Z)
=i, y)+f(x, 2)
3)  flax, y)=af(x, y) Vx, yeR?yVaeR
En efecto
flax, y)=f[ax;, x2), (1, Y21 =flax,, axsh (3, ¥2))=
=(ax,)y, +(@x2)y; =a(x,y, +x,y,)=af(x, y)
4) f(x, ay)=af(x, y) Vx, yeR?y VaeR
En efecto
f(x, ay)=fl(x x5), ayy, yII=1[(x;, X3), (ay,, ay;)]=
=X,(8y) +%,@y2)=a(x,y, +X,y2)=af(x, y)
Se trata de una aplicacion bilineal.

44. Sea el espacio vectorial R® y la aplicacién
S:R*XR*— R
dada por:
SUxis X2y Xa)y (s Y2 YII=X101 X202+ X35
Demostrar que f es una aplicacion bilineal.
Solucion
Tenemos que comprobar:
1) fx+z y)=f(x, y)+f@z y) ¥x y zeR®
2) f(x, y+2)=f(x, y)+f(x, 2) Vx, y, zeR®
3) f(ax, y)=af(x, y) VaeRy Vx, yeR?®
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4) f(x, ay)=af(x, y) VaeRyVx yeR®
Lo hacemos con la 1* y 3* siendo las otras dos facilmente
comprobables.

n fx+2, y)  =fl(+2,, Xa+23, X3+23), O, Yoy Yol =
=i +20)y1 + (K2 +2))Y2 +(Xs +29)Y3=
=XV Y Y2 XY +2Ys =
=(1Y1+XY2 HKaYa) H @Y1+ 2232 +23Y )=
=0z, y)+f(z y)

) faxy  =flex, ax,, ax), O Yo ¥il=
=(ax)y; +@xy)y, +(axs)ys =
=a(x,y; +X,Y2 +X5¥5) =afx, y)

Se trata, por tanto, de una aplicacién bilineal, ya que también
cumple la 2* y 4%

45, Dados los espacios vectoriales E, F y G cuyas bases son B
={a,, ay}, B={by, by, by} y B'={c,, c,} respectivamente, se
considera la aplicacion bilineal

S:EXF—G
tal que
S(@y, b)=c,~c; S(@3, b)) =c,+c;
f(ay, b)=—c,+e; S(az, b) =c,+3¢,
Sy, by=c,+2¢; f(ag, by =3¢,

Caleular f(x, y) siendo: x=a,~2a;, y=b,+b—b,

Solucion

f(x,y)=f(a, —2a,, b, +b;—by)=f(a, b)+f(a;, b;)—f(a;, by)—
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—21(a,, by)—2f(a, b;)+2f(a;, by)=(c,—c;)+(—c,+c5)—
—(e1+265)—2(c; +¢5) —2(¢, +3¢5) +2(3¢,) =c¢, — 10c,

46. Dados los espacios vectoriales U, V y W, cuyas bases. res-
pectivas son B={a,, a,, a5}, B={b,, b,} y B'={c,, ¢;, ¢},
se considera la aplicacién bilineal

fiUXV— W
tal que:
Sy, b)=ci+est+es f(@y, b3)=2c,
S@yb)=—cite—c;  f(ayby)=—cr+c,
S (@3, by)=2¢,—c; S (@3, by)=c,+cy

Calcular  (x, y), siendo x=2a,+a;—as, y=b, -2b,.

Solucion

f(x, y)=f(2a, +2,~2;, b, —2b;) =2(a,, b;) +1(a,, by)—
~f(@a;, b,)—4f(a,, b;) ~ 2f(a;, b;) + 2(as, by)=
=2(c, +¢; +¢3)+(—¢; +0y—C3)— (2, — ;) —4(2c,)
—2(0y ~C;)+2(6, +¢3) = — 96, +5¢, +4c,

47. Dados los tres espacios E, F y G definidos sobre el mismo cuer-
po, se pide demostrar que la iinica aplicacién lineal de Ex F en
G que sea una aplicacion bilineal de E x F en G es la aplicacidn
nula.

Solucion

Consideremos f como aplicacién lineal y bilineal de Ex F en G.

— Por ser f aplicacion lineal: f(0, 0)=0.



— Por ser f aplicacion bilineal: V(x, y) € ExF
f(x, Y)=fx+0, y+0)=(x, y)+f(x, 0)+f(0, y)+£(0, 0)
de donde:
f(x, 0)+£(0, y)=0
Por ser [ aplicacion lineal:
f(x, 0)+1(0, y)=f[(x, 0)+(0, »]=f(x, y)=0

obtenemos que V(x, y) € ExF = f(x, y)=0.

Luego la aplicacién f es la aplicacién nula.

48. Dado un espacio vectorial V definido sobre el cuerpo R de los
nimeros reales, y f una aplicacion bilineal simétrica (f(x, y)
=f (7 x)) de VxVen R.

Calcular:
D f(x+y,x-y)
2) fx=yx+y)
3) fx+y.x+y)
9 Sx=y,x=y)
Solucion

fx+y, x=y)=f(x, x)—f(x, y)+ {3, )~ 1y, y)=
=f(x, x)—f(x, y) +1(x, y) = (3, y)=
=f(x, %)= f(y,y)

fx =y, x+y)=f(x, %) +1x, y) = £y, x) = 1(y, y)=
=1x, X)+(x, )~ (x, y) ~f(y,y) =
=f(x, )~ 1(y,y)
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3)

4)

f(x+y, x+)=1(x, ) +{(x, y) +1(y, )+, y) =
=fx, %) +(x, y) +£(x, y)+1(3, y)=
=1(x, x)—2(x, y) +(y, y)

(x—y, x—y)=f(x, x) = £(y, X) = F(x, y) +1(y, y)=
(x, X) = f(x, ¥) = f(x, y) +(y, )=
=0(x, x)+26(x, y)+(y, y)

49. Sabiendo que una aplicacién bilineal dada por

f:AXxB— C
@b —a®b

ha de cumplir las condiciones
1) (e,+a,) ® b=(a, ® b)+(a, ® b), siendo b fijo.
2) a® (by+by)=(a ® b,)+(a ® by), siendo a fijo.
3) na@®b=a®nb=n(a ®b), para VneR.

iCémo se define una aplicacién trilineal de

f:AxBxC — D
@bc—a®b®c

Solucion

&=

Se han de cumplir las condiciones:

(a,+3,) ®b®c=(a, ®b® )+@, ®b® ¢
a®(b;+b) ®c=@® b, ®)+@a®b, ® )
a®b®(c+c)=@®b®c)+@®b®c;)
nmeb@c=a@®nb®c=a@®b®nc=n@®b®c)
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0. Utilizando la definicion de aplicacion bilineal, resolver el si-
guiente caso:

La tarifa general de transporte de viajeros por carretera s de
10 pesetas por viajero y por kilémetro. ;Cudnto se abona en un
autobiis de S0 viajeros y un recorrido de 80 kilémetros?

Por las propiedades de las aplicaciones bilineales, llaman-

do
V=vigjeros
K =kilometros
P=precio.
Se tiene:
f:VxK — P
vk — v®k
Ademés:

::}sv@k:vk (-3
basta conocer la imagen del par (I, 1), que la escribimos
(1, )=1®1
Como el precio de viajero por kilometro es 1 ® 1=10, resulta:
50 @ 80=50-80- (1 ® 1)=50 80 - 10=40.000 pesetas.

Utilizando la definicion de aplicacién  trilineal, resolver el si-
guiente caso:
Cuarenta alumnos utilizan en la clase de dibujo S0 cartulinas
trabajando 10 horas al mes. ;Cudntas cartulinas gastardn 60
alumnos que trabajan 12 horas al mes durante los 9 meses del
curso?



Solucion

Llamamos:
A =alumnos
H=horas
M =meses
C=cartulinas.
Se tiene:

f:AxHxM — C
Sabemos que f(40, 10, 1)=40 @ 10 @ 1=50.
Como
OR10®1=40-10-1-(1Q®1® 1)=50

Por tanto,
1(60, 12, 9)=60 ® 12 ® 9=60-12-9- (1 ® 1 ® I)=

—60-12-9- %= 810 cartulinas.

52. Utilizando la definicion de aplicacion bilineal, resolver el si-
guiente caso:

Un libro de 234 pdginas tiene 32 lineas por pagina. ;Cudntas
pdginas ocupard el mismo texto si se ponen 36 lineas por pdgi-
na?
Solucién
Llamando:
P=péginas

L=lineas
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T=texto.

Se tiene:
TxL — P
Gh)—tel

Se trata de una proporcién inversa, puesto que para un mismo
texto a mis lincas por pigina resultarin menos piginas.

t®l=t ]1u®n

Por tanto,

1@1%-%«@1)- +32-234=7488

Lucgo
1®36=1 '3‘-6'(1 ® =1 -%-7.488:208 péginas.

3. Utilizando la definicion de aplicacion bilineal, resclver el si-
guiente caso:

El agua de un pozo se saca en 200 veces utilizando un cubo de
15 litros de capacidad. Calcular en cudntas veces se sacaria
utilizando un cubo de 25 litros.

Solucion

Se trata de una proporcionalidad inversa, ya que a mis ltros
de capacidad del cubo, menos veces se sacara ¢l cu

PxL—V
®h—pd!



1
p@®I=p-7(1&1)
Por tanto:

191 l(p®l)=%‘ls-100=3.000

Luego

i 1
35 (1@ =5+ 3000=120 veces

1@25=

54. Utilizando la definicién de aplicacién bilineal, resolver el si-
guiente caso:
Nueve grifos, abiertos durante 10 horas diarias, han consumido
un caudal de agua por valor de 160 pesetas. Averiguar el coste
del agua vertida por 15 grifos del mismo didmetro, abiertos du-
rante 12 horas de los mismos dias.

Solucion
Llamando:
G=grifos
H=horas
P=pesetas
Se tiene:
f:GxH—s P
@ h—g®h
Comparando:

Grifos y pesetas es proporcionalidad directa
Horas y pesetas es proporcionalidad directa

Por tanto:
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g®@h=g-h-(1®1)
11
181=2 fE@h=5 g5 160=5

15@12=15-12-(1 @ )=15- 12-19—6=;20 pesetas

85, Utilizando la defincién de aplicacion bilineal, resolver el si-
quiente caso:
Doce albaiiles que trabajan 6 horas diarias tardarian en hacer
un trabajo 24 dias; i se contratan 8 albaiiles que trabajan §
horas diarias gen cudnto tiempo hardn la obra?

Solucidn
Liamando:
Se tiene:
f:AxH— D
(@h—a®h
Comparando:

Dias y albaiiles es proporcion inversa
Dias y horas es proporcion inversa
Por tanto:

11
a®h=_-p- (11

de donde
1®1=a-h(a@h)=12-6-24=1728



11 11 .
8@ 8=yl ® =g L728=27 dis

56. Utilizando la definicion de aplicacién trilineal, resolver el si-
guiente caso:
Para construir un muro de 10 m de largo, 4 m de alto y 0,30 m
de ancho se han empleado 3.000 ladrillos. ;Cudntos ladrillos ha-
rdn falta para construir un muro de 6,50 m de largo, 6 m de alto
3 020 m de ancho?

Solucién
Liamando:
L=longitud
A=altura
A'=anchura
N=nimero de ladrillos
Se tendrd

LxAxA — N
(aa) —1@a®a=n

Comparando se ve que es una proporcion compuesta directa,
luego

1@a@a=l-2-a-(1®1®1)
Por tanto:

1@t@i-tl.
[

El nimero de ladrillos que hacen falta con las condiciones se-
gundas es:

650 ® 6 ®020=650-6-020(1 ® 1 @ I)=



=6,50 60,20 - ———=1.950 ladrillos

12

1. Utilizando la definicién de aplicacion trilineal, resolver el si-
guiente caso:

Con 12 botes conteniendo cada uno medio kilo de printura, se
han pintado 90 metros de valla de 80 cm de altura. Calcular
cuantos botes de 2 kilos de pintura serdn necesarios para pintar
una valla similar de 120 cm de altura y 200 metros de longitud.

Solucion

Llamando: .
B=botes
K =kilos
C=centimetros de altura
M=metros de longitud
Se tiene:
f:KxCxM— B
kocm —k®c®m=b
Comparando:
Botes y kilos es proporcion inversa
Centimetros y botes es proporcion directa
Metros y botes es proporcion directa

Por tanto: 1
k®c®m:i'5'm(1®l®l|
de donde:
1@ 1=kt Lk @com=05 & k12
1@1@l=k -k ®c®mM=05"5"g



Lucgo:
z@zoo@uo:%-zoo-xzo-u@xel):

1 11
:5-200'120~(0,5 % ﬁ-12)=10 botes.

8. Utilizando la definicién de aplicacién  trilineal, resolver el si-
guiente caso:

Para_ construir, un canal de 200 m de largo, 120 obreros han
trabajado 8 horas diarias durante 20 dias. ;Cudntos obreros se
necesitardn para construir un canal de 150 m de largo en 24
dias trabajando 6 horas diarias?
Solucion
Liamando:
0=obreros
~largo
H=horas
D=dias
f:LxHxD — O
(Lhd —I1®h®d
Comparando:
Largo y obreros son magnitudes directas

Horas y obreros son magnitudes inversas
Dias y obreros son magnitudes inversas

Por tanto:

1e1en

1
d
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de donde
1@1@1=th-d0@h®d)=—-8-20-120=9
1 120
El nimero de obreros necesarios es

150®6 ®2l=|504§<§-96=lﬂ) obreros



5. Polinomios

CONCEPTOS TEORICOS

— Polinomio: Sea (A, +, *) un anillo unitario conmutativo
con 0 y 1 sus elementos neutros e identidad respectivamente. Se
llama polinomio sobre el anillo A a toda sucesion indefinida de
elementos del anillo A en la que son nulos todos los términos a
partir de cierto lugar.

P=(ao, ay, 2,
— Suma de polinomios. Dados
Py=(ao, 3,, 2,
P,=(b, by, by
P +P;=(ag+bg, 3,+by, a,+b,, ..)

Productos de polinomios: Dados P, y P,

Py X Py=(Cg, €3 €3 o Gy oy

siendo

— Producto de un escalar por un polinomio
aP=a(ag, 2y, 83y By O,

)=(aa,, aa,, 0ay, .., aa,, 0,
— Otra forma de expresar el polinomio P

P=a,+a,X+8,x + +2,X"



— Divisién de polinomios: Siendo (K, +, * ) un cuerpo conm-
tativo, VA, BéK[x] 3 un par dnico (Q, R) tal g

A=BQ+R (grado R<grado B)

— Funcién polinbmica: Es una aplicacion del cuerpo K en si
mismo que hace corresponder a cada elemento a el valor numérico
de un polinomio P(z) cuando la variable x=z.

— Descomposicion de un polinomic:

p=

"+, Tetaxtta, x+ag=

=a,(t-1)(X—1) . (x—T,)

PROBLEMAS

1. Dados los polinomios:
P=(.2.1,0,.)

-23, -5 1,0,

Se pide:
1) Descomponer P y Q en suma de monomios
2) Expresar Py Q en funcion de x.
3) Sumar Py Q.
Solucion
D P=(,21,0,.)=0,0 .)+0 2 0,.)+0,0, 10, .)

=@, -2.3,-5,1,0, L0, .)4(0, =2,0,.)+
+0,0,3,0,.)+(0, 0,0, =50, .)+(0,0,0,0, 1,0, ..)

2 P=342x4x?
—2x+3x2-5x7+x*

3) P+Q=(7, 0,4, =5, 1,0, .)=7+4x?=5x>+x*



2. Dados los polinomios A, By C por sus coeficientes, escribirlos en
Juncién de x y determinar su suma:

-1,0,.)

A=(1,2,3,0, -3,
B=(23,1,98710.)
C=(1,2,3,0,-3,4,-7,21,0,.)

Solucion
A=1+2x+3x-3x4 - 25 —x®

434 X2+ 9+ 844 TXS 48

C=1+42x+3x7-3x* +4x° = Tx* + 207 +x*

A+B+C=(4,7,7,929 -7,2 1,0,

=44+ Tx+ T+ + 204 4 9x5 ~ Tx® 4 2x7 +x°

3. Dados los polinomios

A=(1,2,3 ~1,50,.)
B=(3,0,2 1,0,

Efectuar su producto y su cociente.
Solucion

1) Para multiplicar dos polinomios A y B de la forma:

A=(ap 2y, 3y 8y 8, 0,
B=(by, by, by, by, 0, )

efectuamos el siguiente cuadro



a a a4 2 3

bo | 8obg | a,bg | a3bg | agby | 84bg

by | aob, | aby | a;b, | asb, | b,

b, | agb; | @by | @by | a3b; | asb,

by | 2aby [aiby | asbs | asby | aibs

La suma de los productos que aparecen en cada linea sefalada
son los clementos del polinomio resultante

llZ!—lS

3(3[6|9]-3]|15

ofojofof o] O

2|2(4]6|-2]|10

P p2l3p-1gs

El producto resulta:

AxB=(3,6+0,940+2, ~3+0+4+1, 15404642, 0-2+3,
10-1,5,0,.)=(, 6,11, 2,23, 1,9, 5,0, .)

Es un polinomio de grado 7.

2)  El cociente lo efectuamos expresados A y B en funcion de x.
Sxt— 34334+ A+l | +2%43

—5x¢—10x> —15x x—11

=113+ 3x-13x
11x° +22x* +33

25x2-13x+34



Cocient 11, 5, 0,
Resto: 25x% —13x+34=(34, —13, 25, 0, ..)

4. Dados los polinomios
(1,2,3,53840,.)
-2,54,3 10,

Efectuar:
1) M+P
2) M-P
3) MxP
4 M:P

Solucion

1 M+P=(-1,7,7,8940,.)

2) M-P=(3, -3, -1,2,7,4,0,.)

3 MxP=(=2 1,8, 16, 28, 63, 70, 45, 20, 4, 0,

4) M:P = cociente=(—4, 4, 0, ..)
resto=(~7, 30, =1, 1, 0,

5. Comprobar que las raices de la ecuacion
8x3 - 14x* +7x—1=0
estdn en progresion geométrica.
Solucion

Por Ruffini

1) 8 —6 1




Una raiz es x=1
x2—6x+1=0 =

1
6+,/36-32_6+2 2
16 1
3
— Las tres raices son: 1, f' ; estan en progresion geométrica

1
de razon =

— También Ias raioes se pueden poner: -
progresion geométrica de razon r'=2.

1
3 1 ave estén en

6. Comprobar que las raices de la ecuacién
X 4+6x*+3x-10=0
estdn en progresion aritmética.

Solucion
Por Ruffini
16 3 =10
n 171 10
7 10 0
Una raiz s x=1
X +7x+10=0
_»u\/m =143 _( -2

x

-5

— Las tres raices son: 1, —2 y —5 que estan en progresion
aritmética de razén r=
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— También se pueden poner: —S, —2, | que estan en progre-

sion aritmética de razon r'=3.

7. Dados los polinomios
P=(1,3,0,4,1,0,.)
0=1,2,1,0,..)

cuyos coeficientes pertenecen a Z/S. Hallar:
1) P+Q
2) PxQ

Solucion

2]

P+Q=(201,4,1,0,

2) El producto lo hacemos componiendo la tabla

cuyos coeficientes pertenecen a Z[6, se pide:
1) A+B
2) AxB
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Solucion

2

AxB=(2,41,41450,.)

9. Dados los polinomios
P=x*+2x*—x+5
Q=2x"-x+3
Determinar:
D PRy Q@)
2) (Es P()+Q@2)=(P+Q)(2)?
3) ¢Es P(2)-Q(2)=PQ(2)?

Solucion

n
PQ)=2°+2-22-2+5=19
Q@)=2-22-2+3=9

2)

P+Q=x>+4x2-2x+8
(P+Q)()=22+4-22-2-2+8=28

Se cumple que
PQ)+Q)=(P+Q2)
194+9=28



3)
P Q=2x% 43— X+ 17x2—8x +15
P-Q@)=2:2%43: 2241722 -8 - 2+15=171
Se cumple que
P(2)- Q@)=PQ(2)
19-9=171

10. Dados los polinomios
P=ax*+bx+c
Q=rx+s
Determinar si se cumple:
1) P(m)+Q(m)=(P+Q) (m)
2) P(m)-Q(m)=PQ(m)
3) Comprobarlo para m=

Solucion

P(m)=am?+bm+c
Qm)=rm+s
P(m)+Q(m)=am?+(b+1)m+(c+s)
(P+Q)m=am?+(b+r)m+(c+s)
Se cumple que:
P(m)+Q(m)=(P+Q)(m)

2
P - Q=arx®+(br+as)x?+(cr+ bs)x +cs
PQ(m)=arm’+(br +as)m? +(cr+bs)m +cs
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P(m) Q(m)=arm?+(br +as)m? +(cr + bs)m +cs
Por tanto:
PQ(m)=P(m)Q(m)
3 Para m=-2
P(-2)=4a—2b+c
Q(-2)=-2r+s
(P+Q)(~2)=4a-2(b+1)+(c+3)
P Q(—2)=—8ar+4(br +as)— 2(cr +bs) +cs
P(-2)+Q(-2)=(P+Q)(-2)
P(-2)- Q(-2)=PQ(-2)

11. Sin necesidad de realizar la division, calcular el resto en las
siguientes divisiones:
1) 4x*43x°-2x*+x-5  por x+1
2) x*-3x*42x 4x-6 por x-1
3) x6-342x41 por x-2
Solucion

1 Por Ruffini:

4 -1 -1 2 -7 =resto

2) Por Ruffini:



Cociente: x*~2x*~2x*+1 y resto=—5.
3) Por Ruffini:
100 -3 0 2 1
2) 24 810 20 4
1.2 4 510 22 45=resto
Cociente: x*+2x*+4x>+5x* +10x+22 y resto=45.

12. Utilizando la Regla de Ruffini calcular el cociente y el resto de
las siguientes divisiones de polinomios:

) X43x*-x*+8=5x+6  por x—2

2) x043x* x+8 por x+1
3) XS +3xt-8x+1 por x~1
Solucion
n
Cociente: x*+5x*+9x* +26x+47 y resto=100
2)
Cociente: x*~x*+4x* ~4x?+3x~4 y resto=12
3

Cociente: x6+x°+5x*+5x? +5x+8x y resto=1

13. Determinar un polinomio de la forma
P=x?+ax+b
tal que sea divisible por x—1 y que dé el mismo resto al dividir-
lo por x=2 y por x+1.

Solucion



Al ser divisible por x—1, el resto de la division es cero,
luego

1 a b
1) 1 atl

1 a+l a+b+1 =0
atb+1=0

Si da el mismo resto al dividirlo por x—2 que por x+1, s
verifica

PQ)=P(-1)

PQ) =4+2+b .
Ploihed nsh }4+2.+b_1 atb

Se tiene el sistema

a+b+l1
4+2a+b

Mb} =a=-1yb=0

El polinomio pedido es:

14. Determinar los nimeros naturales a y b para que el polinomio
M=(@ b 31,1,0 .)
sea divisible por N=(5, =3, 1, 0, ..)
Solucion
Si N/M = 3Q [M=N-Q
Luego
(x*+x°+3x? + bx +a) = (x2 = 3x +5)(x* + px+q)

operando ¢ identificando coeficientes se tiene:
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p=4,q=10, 2=50 y b=10

Luego:
a=50 y b=—10

15 Efectuar la divisién de x"—a® por x'~a? y establecer la condi-
cion para que el resto sea nulo.

Solucion

At g X

con m—kp<p<m—(k—1)p = ké%<k+l
El resto es nulo si
atPxm 0 _a"=0 = m=kp=p
El resto es nulo si y sélo si m es miltiplo de p
16. Dados los polinomios
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P(g)=x+ 26— 2x—1
Q(x)=x*+ax+1
1Qué valor tomard a para poder decir que P(x) es miltiplo de
Q)

Solucion

Dividiendo P(x) entre Q(x) ¢l resto ha de ser cero

X 422 -2x-1 x2+ax+1
-x* —ax? =% x+(2-a)

Q2-ax* -3x—
—(2-a)x? —a(2-a)a—(2-a)
[-3-a2-2)x-(-a)
Se debe cumplir:
-3-a@-
~(3-a)=

De la primera:
a’-2a-3=0=a=3y a=-1
que debe satisfacer la segunda ecuacion, por tanto
a=3

17. Dados los polinomios
P(x)=x*+mx>—2x*+7x+m
Q(x)=x2—4x—m
1) Demostrar que se puede determinar m para que P(x)
sea divisible por Q ().

2) Hallar dicho valor de m y resolver la ecuacion P (x)=0
en tal caso.
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Solucion

1) Si P(x) es divisible por Q(x) al dividir P(x) entre P(x) l
resto ha de ser cero, luego

x* 4m® - +7x +m

x2—dx—m
-x* e mx?

X2 +(m+4)x+(5m
+14)
(m+d)x® +Hm-2x* +7x
—(m +4)x* +4(m+4)x* +m(m +4)x
(Sm+14)x* +(m?+4m+7)x +m
-(5m+14)x' +(20m + 56)x +(Sm?+ 14m)
(m? +24m+63)x +(5m? +15m)
El resto es cero, luego:
m?424m +63=0
Smi+15m =0

De la segunda ecuacion sacaremos m=0 y m= -3 que al ser
sustituidas en la primera dan:

=63=0
3=9-72+63=0

Por tanto m=—3 es el valor que satisface las dos ecuaciones.

— Para m

— Para m=

2 P(x)=0 = x*=3x>—2x> +Tx~3=0
Por Ruffini se obtiene:

x=3 x=1, x,=

18. Dado el polinomio P (x)=x*-x*+x*+ax+b
Se pide:

1) Determinar a y b de modo que se anule para x=1 y
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para x=2

2) Resolver la ecuacién P (x)=0 sustituidos los valores de
ay de b previamente.

Solucidn

“1414a+b=0 | a+b=-1
6-8+4+2a+b=0{ 2a+b=—12
El polinomio es P(x)=x*—x*+x?~ 11x+10.

}=a=-u y b=10

) PE=0=x*-x*+xi=11x+10=0

Por Ruffini
111 =11 10
1) 1o 1 -1
1 01 -0 0
2) 24 10
125 0
X 42x+5=0
-2+/4-20_ [ -142i
e .
2 —1-2
Las raices son:

=l =2 xy= - 142 x,=

=2

19. Hallar un polinomio P de tercer grado tal que sea divisible por
24 2x+1 y que al dividirlo por (x—2) dé de resto 14 y al
dividirlo por (x—1) dé de resto 8, teniendo como raiz ~2.

Solucion

El polinomio P=ax®+bx? +cx-+d
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Como Q=x?42x+1=(x+1) = x=~1 es una raiz del poli-
nomio P, por tanto

=0
0

El polinomio pedido es:

1

25
S
P= £ +x+ﬁx+3

2. Hallar con polinomio P=rx*+qx+px+2 que sea miltiplo de
Q=x*+bx+a, siendo Q divisible por x—1 y por x~2. Se pide:

1) Hallar el polinomio Q.
2). Hallar el polinomio P, sabiendo que tiene de raices 1 y

Solucién
1) El polinomio Q=x"+bx +a, al ser divisible por x—1 y por
x=2

QM)=0=I+b+a=0 | _
Q@)=0= 4+2b+ —n}“‘l 1h=y
Q=x*-3x+2

2)  Como P tiene de raices 1y —1
P( 1)=0= r+q+p+2=0
P(~1)=0= —r+q-p+2=0

¥ como es miltiplo de Q tendré como raices el polinomio P las del
polinomio Q, por tanto

PQ2)=0=8r+4q+2p+2=0
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Resulta el sistema:
T+ g+
—r+ q- p=-2
8r4+4q+2p=-2

El polinomio pedido es:
P=x'-2x?—x+2

Lr=lq

21. Hallar un polinomio P de cuarto grado, sabiendo:
a) Que es divisible por Q=x*+2x+1
b) Que tiene por raices 1y -2
¢) Que si lo dividimos por x di de resto —2
Solucion
Se tiene:
P=Q M=(x*+2x+1): M
Al tener como raices 1 y —2 y ser (x*+2x+1)=(x+1)? resulta
que:
M=a(x-1)(x+2)
Por tanto:
P=Q - M=a(e* +2x+1)(x— 1)(x+2)=a(x*+3x +x*~3x~2)
Como P(0)=-2=a=1
Siendo ¢l polinomio P=x*+3x*+x?~3x~2.

2. Hallar aplicando el méloda de identificacion de coeficientes la
siguiente raiz cuadrad

Solucion
El primer término de la raiz cuadrada ha de ser de segun-
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do grado y coeficiente 1 6 —1 ya que su cuadrado es x*. Por tanto
tomando x* la raiz es de la forma

x*+ax+b
y ¢l resto serd un polinomio de orden inferior
PX+q
Luego
x*—4x*+10x?~ 10x +8=(x* +ax+b)* + (px+q)=
=x*+a%x?+b?+2ax> +2bx? +2abx + px +q=
=x*+2ax> +(a? +2b)x* +(2ab+ p)x + (b +q)
Identificando resulta:

—4=2

0=a"42 _fa=-2,
~10= Zah+p p= 2
8=b?

La raiz es: x° +lx+b =2x+3

El resto es: px+q=2x
Luego

x4 —4x3 +10x? — 10x +8=(x? = 2x +3)2 +(2x 1)
Tomando —x*+ax+b resultaria:

23, Hallar aplicando el método de identificacion de coeficientes la
siguiente raiz cuadrada

6x°+13x

Solucion
X0—6x°+ 13x* — 187 + 22x? — 12x +9 =
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=(x*+ax? +bx +¢)? +(px? +qx+1)
Identificando

2ac+b4p=22
Zbotq=-12
c+r=9
Se trata de una raiz cuadrada exacta cuyo resultado es
X =3 42x-3
Al tomar —1 como coeficiente de x* Ia raiz cuadrada también
es exacta y de valor

-3 4+3x2-2x+3

24. Dados los polinomios
P(x)=5x*+4x>+5x? +6x+7
Qx)=ax? +bx+c
Hallar: P(x):Q(x) sabiendo que:

listancia entre los puntos (I, 5) y (-2, 1)
1 valor del determinante

4 =2 -1
3 -3 22
12 1

y que al dividir Q(x) por (x+2) da de resto 12.
Solucion

a=J1+27+(5-1)=

V9+16=5
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4 -2 -1

3 -3 -2| =-1244-6-3416+6=5

1 2 1
Q(x)=5x*+5x+c
Q(-2)=20-10+c=12 = c=2

Por tanto: Q(x)=5x*+5x+2

Dividendo P(x) por Q(x)

SKO4AO 454 bx+ T [SxP45x42

1 4

_sxt— 5= 2x? il 4

x4 — 5x - 2x Xty
- X432+ 6x
4 x‘+§x

41'+¥x+  §

20 8
—ax - o
4x i

1227
x4

5775

14
Cociente: x’—gug y Resto:

25 Determinar a y b en el polinomio
P=x*—8x*+ax? +bx+1
para que éste sea un cuadrado perfecto.
Solucion

Tomamos | como coeficiente de x*
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(x*—8x® +ax? +bx +1)=(x?+px+q)*=
=x*+p™x?+q? +2px’ +2qx* + 2pqx =
=x*+ 2+ (p +20)%7 + 2pqx +q?

Identificando
1* solucién 2+ solucion
—8=2p p=-4 a=14
a=pi+2q | a=1642=18  b=8
b=-38 p=—4
q=1 q=-1

B 187 —Bx+ T =x?—dx+1

VX RO+ X 8k T =xt —dx—1

Tomando 1 como coeficiente de x* resultaria
N s oy RO
SRR TR T = —x x4

2. Determinar un polinomio P(x) de tercer grado divisible por
x+1 y tal que al dividirlo por x—2, x—3 y x—4 los restos
sean iguales.

Solucion

P(x) es de tercer grado que por ser divisible por (x+1) es
de la forma:

P(x)=(x+1)ax* +bx-+0)
P()=P(2)=P(3)

P(2)=(2+1)( 4a+2b+c)=3( 4a+2b+)

P(3)=(3+1)( 92+ 3b+0)=4( 9a+3b-+0)



P(4)=(4+1)(16a-+4b+c)=5(16a+4b+c)
Igualando
PQ)=P() y P()=P@)
3(a+2b+c)=4( 9a+3b+c)
4(9a+3b-+0)=5(16a+4b+c)
Operando
12a+ 6b+3c=36a+12b+4c
36a+12b+4c=80a+20b+5c
143+6h+c=0}
44a+8b+c=0
Resolviendo el sistema

El polinomio es:
P(x)=(x+1)(ax+bx +¢)=(x + 1)(ax* - 10ax + 36a)=
=a(x+1)(x*~ 10x +36)

2. Encontrar un polinomio de cuarto grado que sea divisible por
x2—1y que al dividirlo por (x+2), (x=2) y (x—3) se obten-
gan en los tres casos restos iguales.

Solucion

P(x) =(x*-1)(ax+bx+c)

P(-2)=(4~1){4a—2b+c)=3(da—2b+0)

P() =(@4-1){4a+2b+c)=3(4a+2b+c)

PB) =(9-1)9a+3b+c)=8(9a+3b+c)
Haciendo
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P(-2 P(l)} 3(4a—2b+c)=3(4a+2b+c)

PQ) P(3)) 3(4a+2b+c)=8(9a+3b+c)
resulta
4a-2b+ da+ 2b+ ¢
nza+su+3c=72a+ub+sc} =brd, o=tz
Por tanto

Px)=(x*~1)(ax? — 122) =a(x* - )(x* = 12)

28. Al dividir un polinomio por x-+1 se obtiene de resto 5. Si el
mismo polinomio se divide por (x—1), el resto es —1 y al divi-
dirlo por (x—2) el resto que se obtiene también es 1. ;Qué
resto se obtendm al dividir el polinomio en cuestion por

o*=1) (x
Solucion

P=C,(x)(x+1)+5
P)=Cyx)(x=1)+(=1)
Px)=Cyx)(x=2)+(=1)

Si el polinomio se divide por (x?—1)(x—2) que es de grado
3, quiere decir que R(x) es de grado 2 como méximo, es decir
R(x)=ax?+bx+c
Tendremos:
P(x)=C(x)(x*— 1)(x—2)+(ax? + bx +c)
Por los datos anteriores
P(=1)=C(=)(1=1)(=1-2)+(a—b+0)=

Pl) =C()(I-D(1-D)+@+b+o)=—
PQ)=C)(@-1)2-2)+(@a+2b+0)=—1



a-b+c=5
atbte=—1
da+2bte=—1

Resolviendo:
a=1, b=-3yc=1
Luego
R(x)=ax?®+bx+c=x*—3x+1

29 Hallar todos los valores de a, b y  para los cuales el polinomio
enx
a(?=2x+1)+b(x*=3x+5)+c(5x* = 11x+9)
Sea el polinomio cero.
Solucion
a(x*=2x+1)+b(x* ~3x + 5)+c(5x* ~ 11x+9) =0
Operando:
ax?=2ax+a-+bx? —3bx+5b + Sex? ~ 1ex +9c=0
(a+b+5c)x? +(~2a—3b—11c)x+(a+5b+9c)=0
de donde:

a+ b+5c=0
—2a-3b-1lc=0
a+5b+ 9c=0
resulta un sistema homogéneo
1S
=2 =3 —11|=-27-11-50+15+55+18=0
15 9
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Como el determinado es nulo, hacemos:

Para cada valor de 4 tenemos un valor para a, b y c.

30. Hallar qué valores han de tomar los cocficientes a, b y ¢ para
que las tres raices del polinomio

x}—ax?+bx+c=0

sean precisamente a, b y c distintas de cero.

Solucion
Se tiene:
x> —ax? +bx+c=(x—a)(x—b)(x—c)
Identificando coeficientes:
x3—ax? +bx+c=x*—(a+b+c)x? +(ab+ac+be)x —abe

de donde

=a=l,

Resulta el polinomio:

—x+1

31 Determinar el m.cd. de los polinomios
A()=x"+1
B(x)=x*+1

Solucion
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Aplicando ¢l algoritmo de Euclides:

X | X mx? xS x4 ]
x* +1 x4l X+l
e x4 _x36
e T
Lo 26 4xt
X+l 741
_x7 8
—x!'841
x'®4x°

X+l

—x*+1

0

mcd. [A(x), Bx)]=x°+1

32. Dados los polinomios
—2x*—14x* - 2x-15

Afx)=x*
B(x)=x*-2x—15
Calcular:
1) med.[A(x), B(x)]=D(x)
2) Resolver D(x)=0
3) Resolver A(x)=0
Solucion

1) Dividiendo A(x) entre B(x) nos resulta como cociente



x41 y resto cero, luego
m.cd.[A(), Bx)]=D(x)=x*-2x—15

DR=0=x,=5 y %=

A(M=0 = x,=5, x,= =3, xy=i y x,=~i

33. Descomponer la fraccién
sx+1
B2t-x-2
en suma de tres fracciones de denominadores lineales o fraccio-
nes simples.
Solucién
Hacemos x*+2x? —x—~2=0 y, por Ruffini, obtenemos:
=l xm=-1 y x=-2
Luego
R —x=2=x =D +DE+2)
Se tiene que cumplir:
Sx+1

3 2

O ul-x— i

B G
x+17 x42
AGx+1)(x+2)+B(x=1)(x+2)+ Cix— 1x + 1)
x—DE+Dx+2)
Los numeradores son iguales, por tanto,
Sk 1 =A(c+1)(x+2)+Bx=1)(x=2) +o(x — (x-+1)
— Para x=1=6=6A = A=1



— Para x=—1= —4=—-2B = B=2
— Para x=-2= —9=3C=(=-3
de donde

34. Sea Q el conjunto de los mimeros racionales y A el conjunto de
todos los polinomios con coeficientes en Q. Se define en A una
relacion binaria R de la siguiente forma:

Siendo P(x) 'y Q(x) dos polinomios, se dice que satisfacen la
relacién R si y solo si

P(x)=Q(x) es miltiplo de 2x+1
Se pide:

1) Demostrar que R es una relacion de equivalencia.

2) Se define la aplicacion  de A en Q que hace correspon-
der al polinomio M (x) el resto de su divisin por 2x+1. Si
tanto en A como en Q se consideran las operaciones ordinarias
suma y producto, averiguar si | es homomorfismo e isomorfismo
demostrando la_respuesta.

Solucion

1) Setrata de una relacion de cquivalencia, ya que cumple las
propiedades:

— Reflexiva: P(x)—P(x)=0=3x 1

— Simétrica: Si P(x)—Q(x)=2x+1, entonces también Q(x)
—P()=2x+1 .

— Transitiva: Si P(—Q(x)=2x+1 y

Q(X)—R(

x+1

sumando m. a. m. =2x+1

P(X)-R(x)=2(2x+1)
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2)  Se define la aplicacion:
f:A—Q
P(x) — 2
Qx) — b
Se ha de cumplir
1[P(x)+Q()]=IP(X)]+{[Q)]
P(x)=M(x)* (2x+1)+a
Q=N (2x+1)+b

P(x)+Q(x)=[M(x)+N(x)] (2x +1)+(a +b)

Por tanto,
{P(X)+Q(X)]=2+b=I[PX]+[QX)]

es homomorfismo pero no isomorfismo, pues dos polinomios dis-
tintos tienen la misma imagen, por ejemplo:

2+ x+1=x(2x+1)+1
260 4+x2 1= Q2x+1)+1
La aplicacion f no es biyectiva.
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6. Transformaciones Orto-
gonales.
Homotecias y Semejan-
zas.

CONCEPTOS TEORICOS

i Son aquellas
que vienen definidas por una matriz ortogonal.
— Matriz ortogonal: Una matriz A s ortogonal si su traspues-
ta es igual a su inversa
— Homotecia: H(0, k) es una transformacion geométrica que
hace corresponder a cada punto P del plano otro punto P’ del
mismo plano, tal que: OP =k - OP.

— Ecuaciones de una Homotecia H[(a, b), k]
x—a=k(x-a)
y'=b=k(y-b)

— Semejanza: Se llama semejanza a una transformacion pun-
tual en la que a cada par de puntos A y B se asocia los puntos A’y
B’ que cumplen la condicién: A'B'=r - AB, siendo r la razon de
semejanza.

— Semejanza directa: La transformacion compuesta de una ho-
motecia y de un giro, se llama semejanza directa.



— Semejanza inverss: La transformacién compuesta de una
homotecia y de una simetria, se llama semejanza inversa.

— Matriz de una semejanza directa:

A -B\_(r 0\(a -b\ (ra —rb
B A, 0 r/\b a, rb ra,
resultando: A?+B?=r?, siendo r la razén de semejanza.
— Matriz de una semejanza inversa:

A B\ _(r 0\(a b\ (ra 1b
B -A)7\0 /b -2/ \ib -
resultando: AZ+B?=r, siendo r la razon de semejanza.
PROBLEMAS
1. Probar que si la matriz M:(: :) es ortogonal, se verifica:
a*+ci=bi+di=1 y ab+cd=0
Solucion

Decimos que una matriz s ortogonal si su traspuesta es
igual a su inversa, es decir:

M-
Por tanto: MM’
| fa c\(a b)_(at+c abtad) (1 0
MM (b n)( ) (-bm h’mi) (o 1)
de donde resulta:
at4c? =1
b2+d? =1
ab+ed=0



2. Una matriz ortogonal, jpuede ser singular?
Solucién
Sea M una matriz ortogonal
MM’

Tomando determinantes
IMM'[=[M|IM|=]1|
Como |M|=|M'| resulta [M[?=1 = [M|=+1

Al ser |M]#0 la matriz ortogonal es no singular ya que su
determinante siempre es distinto de cero.

3 Um lcaion ineal d ¥ en V ien dada por una matiz oro-

nal A. Si en V se efectia un cambio de base de matriz C, la

nueva matriz de la aplicacion lineal es A=CAC™". ;Serd A tam-
bién ortogonal?

Solucion

Para que A fuera ortogonal se ha de cumplir

Sustituyendo:
AA'=(CAC™!)(CAC™!y=CAC YC~ Y A'C'

que solo resultard la matriz identidad caso de ser C ortogonal,
condicion que no se-exige.

Por tanto A no es ortogonal.

4. Dadus las matrices
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5

6 3
y (AN
E

indicar si son 0 no matrices ortogonales.

Solucion
— La matriz A es ortogonal pues

(24~

2
£ (Ytfs

— La matriz B no es ortogonal pues

(244

5. Sabiendo que una matriz ortogonal T es
@ ¢
T=
G2
siendo: a*+c?=b?+d*=1 y ab+cd=0.

iDe cuintas formas puede expresarse?

Solucion
Sélo hay dos formas

a b a b

o AR

ya que en la primera ponemos c=~b y d=a, cumpliéndose:
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al+bi=(~bf+a’=1 y ab+cd=ab+(~bja=0
— En la segunda hemos puesto:

c=b y
cumpliéndose: a?+b?=b?+(~af*=1 y ab-+cd=ab-+b(—a)=0.

El resto de matrices ortogonales adopta una de estas dos for-
mas expuestas.

6. Razonar si la suma de dos transformaciones ortogonales es o no
una transformacién ortogonal.
Solucion

Pueden ocurrir tres casos:

1) Que sean las transformaciones ortogonales de matrices

a -b c -d
T ) (G 79

cumpliéndose a?+b?=1; ¢ +d*=1
ate —(b+d)
T+T,=
1+l (b+d atc

Se ha de cumplir: (a+¢)*+(b+d)*=1, pero desarrollando
(a+¢)*+(b+d)*=a’+2ac+c +b?+2bd +d> =
(a*+c?)+2ac+(b*+d%) +2bd =1 +2ac+ 1 +2bd# 1
No es una transformacion ortogonal.

2) Que sean las transformaciones ortogonales de matrices
ey ) v o)

cumpliéndose: a +b?=1; c?+d*=1

<a+c b+d
b+d —(a+o),

M, +M
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Se ha de cumplir: (a+¢)*+(b-+d)?=1, cosa que no ocurre como
hemos demostrado en el caso anterior, por tanto no es una trans-
formacion ortogonal.

3) Que sean las transformaciones ortogonales de matrices:

a -b c d

T=(b a) v M’(d ~c>
cumpliéndose: a2 +b?=1; ¢* +d?=1

ate —b+d

“M‘(bw aA:)

Que no resulta una matriz ni de la forma de M ni de la forma
de T, por tanto no es una transformacion ortogonal.

7. Razonar si el producto de dos transformaciones ortogonales s o
10 una transformacién ortogonal.

Solucion
Pueden ocurrir tres casos:

1) Que sean las transformaciones ortogonales de matrices:

w7 w7

cumpliéndose: a?+b?=1; ¢ 4d?=1
5.5 =(a —b)(c 7d)=<ac—bd —(ad+bc]>
P a/\d ¢/ \ad4be  ac-bd
Se ha de cumplir: (ac—bd)? +(bc + ad)?
En efecto:
(ac—bd)? +(be+ad)? =a’c? +b?d? — 2abed + bc? +a%d? +
+2bcad =a?(c? +d%) +b?(c? +d?) =(a? +b) (P +d}) =1
Es una transformacion ortogonal.
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2) Que scan las transformaciones ortogonales de matrices

-3 ) > 9

cumpliéndose: a?+b?=1; ¢? +d?=1
a  b)(c d\_fac+bd ad—be
M"M':(n = )(d —c)_<bc—ad bd+ac)

:(xu-bd »(bc~xdj>

be-ad  bd+ac
Se ha de cumplir: (ac+bd)? +(be —ad)*

En efecto:
(ac+bd)? +(bc—ad)? =a’c? + b?d? + 2acbd +b*c? +a?d* — 2bcad =
=al(c? +d2)+b2(c? +dY)=(@2 +b)(c* +dY) =

Se trata de una transformacién ortogonal.

3) Que sean las transformaciones ortogonales de matrices
a —b ¢ d
T=| M=
) v )
cumpliéndose: a%+b?=1; c?+d?=1
romo(® TB)(e d)_(ee-bd adtbe
b a/\d -c/ \be+ad ~(ac—bd),
Se ha de cumplir: (ac—bd)?+(bc+ad)*=1 cosa que demostra-
mos en ¢l primer apartado.
Es una transformacion ortogonal

Por tanto ¢l producto de transformaciones ortogonales es una
transformacién ortogonal.

8. Sabiendo que la matriz correspondiente a un giro de centro el
origen de coordenadas es
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a:(“ "’) con a4bi=1
b a

que por tanto es una transformacion ortogonal, jqué estructura
tendrd el producido de giros concéniricos?

Solucion
Comprobamos las propicdades del grupo:
— Operacion interna: E\ producto de dos giros es otro giro
a -b ¢ -d
ol ) v el 7Y
con a*+bi=1y cl+di=1
GGuo(® TB)(C ) (re-bd —(etad)
1P 7b a)d o/ \betad  ac—bd
cumpliéndose: (ac—bd)? +(be+ad)*=1.
— Propiedad asociativa: G,(G, - G3)=(G, * G,)* G,

— Elemento neutro es la identidad

oty o )6 -0

— Elemento inverso de G es G’ pues:

oo UMY L)

— Es conmutativa: G, - G,=G; - G,

a -b\(c -d\_(c -d\(a -
G“G‘=(b a)(d c):(d c)(h n) G:: Gy
El conjunto de los giros del mismo centro respecto al producto

es Grupo Abeliano.

9. Sabiendo que la matriz correspondiente a una simetria cuyo eje
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pasa por el origen de coordenadas es de la forma:

s=(” ") con a?+bi=1
b -a

¥ que por tanto es una transformacin ortogonal, i
tendrd el producto de simetrias que pasan por el origen de coor-
denadas?

Solucion

Comprobamos las propiedades del grupo:

— Operancion interna:
O I
157 b —a/ld —c)T\be-ad bd+ac,

_(ac+bd —(be—ad))_(p —q
“\be—ad  bd+ac)\q

cumpliéndose: p?+q?=(ac+bd)? +(bc—ad)* =

El producto de dos simetrias cuyos cjes pasan por el origen de
coordenadas es un giro de centro el origen de coordenadas, ya que
la matriz obtenida es la de un giro.

La operacion no es interna, por tanto no es Grupo

10. Sabiendo que la matriz correspondiente a una simetria cuyo ¢je
pasa por ¢l origen de coordenadas es de la forma:

s=(" ") con at4bi=1
b -

y que la matriz correspondiente a un giro de centro el origen de
coordenadas es de la forma

G:(‘ "’) con H4di=1
d
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Se pide:
1) (Qué resulta al aplicar primero giro y después simetria?
2) ;Qué resulta al aplicar primero simetria y después giro?
3) iEs conmutativo el producto de giro y simetria?

Solucion

1) Aplicando primero giro y después simetria

Gosafc “9)(a b)_(a-db cbida)_
“\d /(b -a/ \datbe db-ac)”
_[ca-db  cb+da) (p g ,
_(du-bc —<ac~db>) (q -p) cnEd

El resultado es una simetria.

2)  Aplicando primero simetria y después giro

S_G=(. b)(c _d>=(u+bd —ad+bc)=(m n)

b -a)ld ¢/ \bc-ad —bd-ac/ \n -m
con: m*+n*=1.
El resultado es una simetria
3)
G-S$#8-G
No es conmutativo el producto.

11 Sea T una transformacién ortogonal tal que a un punto P (x, y)
le hace corresponder el punto P'(x, y') mediante las ecuaciones

236



Se pide:

1) Determinar las ecuaciones de la transformacion inversa
h

2) S verifica que T-T=I7

3) Hallar el mnjunla de puntos P (x, y) cuyos transforma-
dos sean P'(-x,

4) Comprobar que se verifica:
Rpaxiey

Solucion
1) Como se trata de una matriz ortogonal
43 43
55 55
= =T !'=T=
Ry 14
553 553
tanto: x= x4y’
por tanto: x= ¥ +3y
o s
y= ¥+
2)
43 4.3
55 55 (l 0) 1
To=l g 34 01
55 55

3)  Resolvemos el sistema

m



Todos los puntos situados en esta recta.
4)
4 3V (3 4V 16 9
I T (L Zxtay ) mmex? 4y
wrayi=( e () st

Ayt Ry mxt ey
FrRRS TS Tl

12 En una homotecia que tiene por centro el origen de coordena-
das, el homdlogo del punto A (4, 4) estd en la recta x+2y+6
=0.

Hallar:
1) Ia razén de homotecia.

2) El homdlogo del punto B(6, 2).

3) El homdlogo del centro.

4) La recta homsloga de 3x+2y=6

5 da circunferencia homdloga de la de centro (4, 3) y ra-

Solucion
1) Como el centro de homotecia y los puntos homologos es-
tén alineados las coordenadas del homologo A’ se obtienen como
punto de interseccion de la recta que pasa por 0 y A con la dada
X+2y+6=0.

— Recta que pasa por 0y A es
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0-4
= (x—d) = y=
y-d=g k=4 = y=x

Luego

y-x=0 ’
S x=-2 y=—2= A(=2, -2
x+2yw:0} X=meh iY==l A )

Las ecuaciones de la homotecia son:
k-4 v !
—~2=)- 4} = k=3 (razon de homotecia)

y las ecuaciones

ol s

4)  La recta homologa de 3x+2y=6

y==-2%

Gome gae

3(=2x)+2(-2y)=6
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~6x'~4y'=6 y quitando comillas = 3x+2y+3=0

5)  La circunferencia homologa de
(x=4+(y-3p=2?

es: (=2X'—4)* +(=2y' =3)

quitando comillas y simplificando:

32
lx+2)’+(y+5> =1

13. Dada la circunferencia de centro C(2, 0) y radio 1, se pide,
encontrar la ecuacién de la circunferencia homotética de la ante-
rior y de centro el punto de abscisa 6, siendo el centro de la
homotecia el origen de coordenadas,

Solucion

La homotecia H(0, k) ticne de ecuaciones
X=kx
y'=ky
Como ¢l transformado de C(2, 0) es C'(6, 0) resulta
6=k-2=>k=3
La homotecia es H(0, 3) de ecuaciones

y'=3
La circunferencia (x—2)*+(y—0)*=1 se transforma en

-

(x—6+y*=3?

quitando comillas
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14.E1 punto A(2, 3) se transforma mediante una traslacion en el
B(4, 6). El punto B se transforma mediante el giro G0, ¢) en
C(~6, 4). Al punto C le aplicamos una simetria central de
centro 0y obtenemos el punto D. A este punto D le aplicamos la
homotecia de centro 0 y razén k transformdndose en E (3, —2).

Se pide:

1) Representar grdficamente y determinar la mediatriz del
segmento AE.

2) Ias ecuaciones de todos los movimientos efectuados.

3) las coordenadas del punto D.
Solucion

1) Grificamente

La pendiente de la recta que pasa por A(2, 3) y E(, ~2) es
-2-3 -5

T

La pendiente opuesta ¢ inversa es m'=

5

El punto medio de AE es M(“3 3= 2)

2
La ecuacion de la recta pedida es

1 % b
RT A
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2

— Traslacién
+a]d=2+a
=>a=2 =
+b}6=3+b} a=Zyibes
I X'=x+2
uego Tids
— Giro

X =xcosg—-ysenp) —6=4cos p—6sen e
y=xsenp+ycose| 4=dseng+6c0s@

— Homotecia

luego

3) Como D es el simétrico de C mediante la simetria central
—6+x
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1. Se considera la traslacién To,, el grapo GL(2, 5), 90°), la
simetria axial de eje x=y, la homotecia de centro (=3, —4) y
razon 3. Se pide:

1) (Cudl es el transformado del punto A(l, 2) al aplicarle:
TxGxSxH.

2) Considerando la recta 3x+2y=6, hallar la transforma-
da de ella al aplicarle: SxHxGxT

Solucién
Ecuaciones:
a) Giro: b) Simetria: X'
y=x
o Traslacion: X' =x+2 &) Homotecia: X' =3x+6
y=y+3 y=3y+8
1) El transformado del punto A(l, 2) se obtiene asi:

AL 2 e A, 5 S A2, 6 S A6, 9
A4, 14)

2)  Dos puntos de la recta son P(2, 0) y QO 3)
e, 0) = PO, 29 5 6, 19)-S pr(-T, 9

PY(=5, 12)

Q0,3 > @6, 0 % Qs 8 2 QUi-1, 18)

Q" 21y
La ecuacion de la recta que pasa por PV y Q¥ es:
12-21
y=2= =) = -2y 439=0
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16. En una homotecia que tiene por centro el origen de coordena-
das, el homlogo del A(2, 1) estd en la recta x+3y=15. Hallar
las coordenadas del punto B' homlogo del B(3, —1) y calcular
la razén de homotecia.

Solucion

La recta que pasa por O(0, 0) y A(2, 1) es
y=0=1"06-0) = x-2y=0
-0
El homélogo de A estd en el punto de interseccion de las rectas
x=2y=0
= A6, 3
x+3y=l§} 463
Las ecuaciones de la homotecia de centro 0 y razén k son
X=kx _ [6=k-2
El homélogo de B(3, 1) es
X=3-3=9
¥=3:(=1)

=B, -3)

17 En la homotecia plana cuyo centro en el origen de coordenadas
y los puntos A(0, 2) y A'(0, 4) homdlogos, hallar:
1) El homélogo de P(3, 0) y la recta homsloga de
Xy
ERen

La ecuacion de la circunferencia homéloga de la de cen-
tro C(l 1) y radio 5.

1) Las ecuaciones de la homotecia son:



La homotecia de H(, 2)

— El punto homélogo de P(, 0) es:
X=2x=2-3=6
y=2y=2.0=0~ P60

La recta homologa de ’—3‘ §=1 e

Y.
%:1 = % +4=1 (quitando comills)

La ecuacion de la circunferencia homoéloga de la de centro

cu 1) y radio § es
(x—l)’+(yfl)‘=5’

Y VLY N

() (fe) -s

quitando comillas:

(x=2+(y-27*=10?
18. Dada la circunferencia de ecuacion
x4y —6x=0

Se pide:
1) Ecuacién de la figura homotética en una homotecia cuyo

centro_es el origen de coordenadas y razon ~-
2) Coordenadas del centro de la homotecia de razén positi-
va que transforma la circunferencia obtenida en la dada.

Solucion
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1) Las ecuaciones de la homotecia H (o. ~§) son

La circunferencia x*+y?—6x=0 se transforma en:
= 3.8 (3
o

) +( sy)

quitando comillas y simplificando,
X +y?+10x=0

2)  Ahora la circunferencia x*+y?+10x=0 de centro (-5, 0)
y radio 5 se transforma en la x2+y?~6x=0 de centro (3, 0) y

radio
La razon de homotecia nos la da la razon de los radios, luego

3

5
El centro de la homotecia lo calculamos asi:

H[m o), 2] =50  ag, 0)

5-a)

ng—a)
} }za:ls y b=0

| 3
y=b=3ly—=b)" 0-b=3(0-b)

La homotecia pedida es:

3
H [115, 0), 3:[
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19. A la circunferencia C de ecuacion
x4y —10x+21=0
se le aplica un giro de 60° alrededor del origen de coordenadas,
transformdndose asi en la circunferencia C'. A ésta se le aplica
una homotecia H de razén 2, cuyo centro estd en el centro de la
primera ci i 7 C' en la ci i
c.

Obtener la ecuacién de esta ultima circunferencia.
Solucion

La circunferencia C tiene de centro y radio:

}a‘+h2—r1=21 =r=2

b=0
Centro M(5, 0) y radio r=2

Las ecuaciones del giro G(0, 60°) son:

X 05 60° —y sen 60° =

X 5en 60°+y cos 60°

¥

El homdlogo de M(5, 0) es:

La circunferencia C se transforma en C' de centro
M'(%. 5—2\/—3) y radio 2
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— Las ecuaciones de Ia homotecia son:
X -5=2(x-5)
y-0=2(y-0)
el transformado de M’ es M" de coordenadas:
x’A5=2(§‘5)
_ M0, 5./3)
g YR
yeite
y el radio 2 sc transforma en k -2
La circunferencia C tiene de ecuacién:

X+(y-5,/3p=4

20. Se consideran los puntos A(—1,0) y B(1, 0). ;Qué transforma-
cion geométrica es la que asigna a cada punto P del plano, el
baricentro G del tridngulo PAB?

Solucion

El tridngulo PAB tienc la base fja AB pero el punto P variable.
variable.
El punto medio del lado AB es fijo 0(0, 0)
También se sabe que
0G 1
or 3
por tanto, al ser G ¢l homélogo de P, estando alineados con O, se

1
trata de una homotecia de centro O y razon 3

Sus ecuaciones son:
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— Las ecuaciones de la homotecia son:
X—5=2(x—5)
¥ —~0=2(y-0)
el transformado de M’ es M” de coordenadas:
sl
3 M"(0, 5./3
g (e
2
y ¢l radio 2 se transforma en k - 2=2-2=4.

La circunferencia C" tiene de ecuacion:
XHly-5/3 =4

2. Se consideran los puntos A(~1,0) y B(1, 0). (Qué transforma-
cion geométrica es la que asigna a cada punto P del plano, el

baricentro G del tridngulo PAB?

Solucion

vari
El punto medio del lado AB es fijo O(0, 0)
También se sabe que
0G _1

©OP 3

El tridngulo PAB tiene la base fija AB pero el punto P variable.
iable.

por tanto, al ser G el homélogo de P, estando alineados con O, se

trata de una homotecia de centro O y razén 3

Sus ecuaciones son:




2. Se considera la homotecia directa H cuyo centro es el origen de
coordenadas y la razén de homotecia ; siendo A’ el transfor-
mado de A(0, 2). Por otra homotecia directa H, el punto A’ se
transforma en A”(4, 1) siendo la razon k.

Hallar el centro de ésta H, si
1 k,:; 2k %
Determinar en ambos casos el producto H - H.

Solucion

1 Las ecuaciones de H[(O, 0), %:I son:
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2,
Y =b=3ly-b)
Como ¢l punto A'(0, 3) se transforma en A”(4, 1) se tiene

4-.:%107:‘)
=a=12yb

2
1-b=30-b)

La homotecia es H,[uz. -3, ﬂ

— El producto de las razones de las dos homotecias H y H, es
1, por tanto se trata de una traslacion de vector cuyos componen-
tes se calculan asi:

4=0+p

Como A(0, 2) — A'(4, 1) = 1=2+q

Se trata pues

H[(O, 0), %] ¥ Hl[lll, =3),

2) Las ecuaciones de H, para k,:; son

X

)
gl
y-b=30-b)

El punto A'(0, 3) se transforma en A”(4, 1)
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4-.%(0«;)
: =a=6y b=0
1-b=30-b)

1
[(6, 0), 3]
El producto

H[(o, 0, %] . H,[(b, o, §]=H,[(m. ), %%]

Las ecuaciones de esta homotecia son:

La homotecia es

x-a=1
=50x-2)
1
/—b=c(y—
¥ 20-9
Como ¢l punto A(0, 2) se transforma en A”(4, 1) se tiene:
4Aa=%(o-al
i =a=8yb=0
1-b=1(2-
b=30-b)

Luego
[0, 0. 2] w6 0, H-1]e 0, 1
0,0, 3] w.f6 0.5 |-n,le 0.5
2. Dadas las homotecias

HI0.0.2 y H,[(a. o, —%]

Estudiar las siguientes transformaciones



Solucion
T,=H, - H,=H,[0, 0, 1]‘Hz[(0. 0, _é:l:H)[(Ov 0, -1]
T,:H;-HX=H,[(0. 0), —{l-ﬂ,[(o, 0), 2]=H,[0, 0), -1]
Ty=T, - T,=H,[©, 0), ~1]- H,[0, 0) ~1]=H[O, 0) 1]
Ty=T, - Ty=H,[0, 0, ~1]-H,[0, 0) ~1]=H[Q, 0) 1]

23, Una semejanza del plano es el producto de una homotecia de
centro (2, 0) y razén 4 por un giro de centro el origen y dngulo
180°. Encontrar las ecuaciones de la semejanza y encontrar el
transformado del punto A (2, 6).

Solucion

— Ecuaciones de la homotecia

El transformado de A(2, 6) es
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AQR, 6)— A'(-2, -24)

4. Una semejanza en el plano es el producto de una homotecia de
centro (2, 0) y razén 4 por un giro de centro el origen y ampli-
tud 90°. Se pide

1) Ias ecuaciones de la semejanza
2) El homélogo del punto P (2, 6)

Solucion
1) Ecuaciones dela homotecia
{x’ra=k(x—1) N {x'— =4(x-2) - {x':dx»ﬁ
y=b=k(y-b) = |y-0=4(y-0) ~ [y'=dy

Ecuaciones del giro

€05 90° —y'sen90°= -y’
¥'=X'5en90° +y cos 90° =x
— Las ccuaciones de la semejanza son:

2 El homélogo de P(2, 6) es
-2

= P(-24,8)

&

Una semejanza del plano es el producto de una homotecia de
centro (2, 0) y razén 2, por un giro de centro el origen de
coordenadas y amplitud 90°. Encontrar las ecuaciones de la se-
mejanza y las coordenadas del centro.

Solucion

1) Las ecuaciones de la homotecia son:

253



{x’—l:llx—l)s {x
y =2y

Ecuaciones del giro
X" =X'cos 90° —y’sen 90°
y"=x'sen 90° +y' cos 90°

Las couaciones de la semejanza son:

2)

C
por lo tanto el centro de la semejanza es (;, ’g) y la razon 2.

26. Una semejanza en el plano es el producto de una homotecia de
centro M (3, 0) y razén 3 por un giro de centro el origen de
coordenadas y amplitud 180°. Encontrar las ecuaciones de la
semejanza y el transformado del punto A(4, 5).

Solucion

Las ecuaciones de la semejanza son:

El homélogo de A(4, 5) es A'(=6, —15).

27. Para cada punto P del plano se considera el paralelogramo
POAP, siendo 0 el origen de coordenadas y A(l, 0). Se pide:
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iQué transformacion geométrica es la que hace corres-
ponder a cada punto P el punto P’ asi determinado?
2) Qué transformacion geométrica es la que hace corres-
ponder a cada punto P el de interseccion C de las diagonales del
paralelogramo anterior?

Solucion
1) Se dibuja el paralelogramo en ¢l que PP'=OA. Como

siempre queda el vector OA esta geo-
métrica es una traslacion de vector de componentes (1, 0)

2) Las diagonales se cortan en ¢l punto medio C, luego
oc i
oFr 2

El punto C es ¢l homologo de P’ en una homotecia de centro el
origen y razon 1/2.

Como el homologo de P es P’ en una traslacion y el homologo
de P es C en una homotecia, ¢l homologo de P serd C en una
semejanza.

1
Semejanza=T,, n,xn[(o, 0), 3}

28. Dados los puntos A(l, 0) y B(2, 2), calcular las coordenadas
del punto C, sabiendo que la longitud del segmento AC es doble
Ge bn 4 seqmento AB y due ol dngulo, BAC= G0,

Solucion
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El punto B se transforma en C al aplicarle la homotecia de
centro A(l, 0) y un grupo también de centro A y amplitud 60°.

Por tanto, las ecuaciones de la homotecia son:
{X’Al=1(x—l) {x';zkx
i =
y=0=20-0) = |y=2
El transformado de B(2, 2) es:

3%

2:2-1=3
y=2-2=4 “FGH
Las ecuaciones del giro son:

1 3
:(x—lb'i—y'é

y’=lX—H"/§

T

X =1=(x=1) cos60°~y sen60° __
y'=(x—1) sen 60° +y cos60°

1
2
es decir,
x':l+(x—l]-%—y-\/i
i1l
V== 4y 5
El transformado de B3, 4) es:

x'=|+[3—l}-§74-‘/§

T=2-z\/§
3
y=6-0-Laa o i
2 2
El punto C tiene de coordenadas:
ce-2/3 /3+2)

29. Los puntos A(0, 2) y B(0, a) se transforman por una semejan-
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za en los A'(0, 0) y B'(a, 0). Hallar las coordenadas del centro
de semejanza y especificar un giro (del cual se determinard su
centro y su amplitud) y una homotecia (de la cual se determina-
7 su centro y su razén), cuyo producto sea la semejanza ante-
rior.

Solucidn
— Los segmentos AB y A'B’ homologos forman un ngulo de
90°, lucgo ¢l giro es G(M, 90°).

— La razén de homotecia es Ia razén de dos segmentos homé-
logos

El centro de semejanza y de g:m son iguales, ya que la homote-
cia, al tener de razén 1, se convierte en la identidad

S=H(M, 1)xG(M, 90°)=I-G(M, %0°)

El centro de giro por definicién se encuentra en la mediatriz del
segmento AA’ y en la mediatriz del segmento BB'.

Como A(0, 2a) y A'(0, 0), la meditriz de AA’ es y=a.
Como B(O, 8) y B'a, 0), la mediatriz de BB' es y=x.
Luego
y=a
y=x
La semejanza tiene de centro M(a, a).

}= M, a)

30. Dada la matriz
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(¥ 3

1) (Corresponde M a una semejanza?

Se pide:

2) Determinar en caso positivo la razén y si se trata de
directa o inversa.

) (Cudnto medirdn los lam del tridngulo rectdngulo se-
et ol de lados 3, 4.7 5

Solucion
1) Corresponde M a una semejanza, ya que es la de forma:
A -B
B A
2) La razon A?+B?=r? = (/3 +(=1)*=22 = =2
Se trata de una semejanza directa.

3) Los lados del |nang||lo senwjlnle se obtienen multiplican-
do los anteriores por la razén de semejanza.

Por tanto, 6, 8 y 10 cm son los lados del tringulo semejante al
primero.

31. Una semejanza viene dada por la matriz

ue( 5 %)

1) La razon de semejanza.

Determinar:

2) Si se trata de semejanza directa o inversa.

3) Su descomposicién en producto de homotecia y movi-
miento.
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Solucion
1) La razbn de semejanza la obtenemos asi
124(/3P=143=2 > =2
La razon es r=2.

2) e trata de una semejanza inversa, ya que es de la forma
A B
B -A

3)  Su descomposicion la hacemos as:

620

de donde 2a=1, 2b=/3, 2c=/3, 2d=1

L
a b)_ 2 2
cd)7| Bt
7z 2
Se trata de una simetria cuyo =je lo obtenemos asi:
1
2 z x)
ﬁ y
2
L3

x=ox 4+

2Ny

ya que los puntos del eje son invariantes.
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32 Una semejanza viene dada por la matriz
{5 )
Se pide:
1) El centro y la razén de semejanza.
2) Decir si se trata de una semejanza directa o inversa.
3) Descomponerla en producto de homotecia y giro o de
homotecia y simetria.
Solucién
1) Al ser una matriz de la forma
Y
B A
se trata de una semejanza directa de razon
A4 B =124(- 3 =2
La razon es r=2.

El centro, al ser un punto invariante, s obtiena asi:

()-(x 76)

de donde x=0, y=0 = El centro es (0, 0).

2) Se trata de una semejanza directa por la forma de la ma-
triz.

3) Al ser directa se descompone en producto de homotecia y
giro, asi:

(96 s )bt

20



Queda descompuesta en una homotecia de razon 2 por un giro

de matriz
1 8
A

VR

72

33 Las ecuaciones
tle,)=de,+3e
t(ey)=3e,—4e,

Son de una semejanza inversa. Se pide:
1) Hallar la matriz de la semejanza.

2) La razén de la homotecia que compuesta con una sime-
tria origina la semejanza dada.

3) Matriz de la simetria.
4) Transformado de

5) Ecuaciones del eje de simetria

=2, ~2e, por la simetria.

Solucion
1) La matriz de la semejanza
4 3
M3 _3)
La razon de homotecia la obtenemos calculando el deter-

minante de la matriz de semejan

M -3P=—(42+3)=—-5 = r1=5

3 -4
que también es la razon de la semejanza dada.

b
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3 La matriz de la simetria la obtenemos sabiendo que la
matriz de la homotecia es:

(r 0)7(5 0)
o)\ s
componiendo con (: :) resulta (; _:) es decir,
(5 0)(n b):(4 S)Q“
o s)\e a)7\3 -4
La matriz de la simetria cs:
4

“lw i
|
wls wiw

4 El transformado de x=2¢,~2e,

4 3
5 5 2\_(x L2, 14
3 4 (-z)"(xa MR
375
L2 14
por tanto:  x'=ze,+ce;
5)  La ecuacién del cje de simetria dia invariante cualquier
punto
4 3
55 x\_(% _
5o | (-
7 5

La recta es de ecuacién: x—3y=0

34, las ecuaciones
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tle,)= Se,~12e,
t(ey)=12¢,+ Se;
s (min,) son de una semejanza directa. Se pide:
1) Hallar la matriz de la semejanza.

2) La razén de homotecia que compuesta con una simetria
origina la semejanza dada.

3) Matriz de la rotacién.
4) Trangformado de x=3e,+4e,, por la rotacién.

Solucion
1) Matriz de la semejanza
5 -12
M:(IZ 5)
2)  La razon de la homotecia se obtiene
5 12 L,
Mi=|; g ‘,s +122=13
la razon es r=13 que es la misma que la de la semejanza dada.
3)  La matriz de la rotacion la obtenemos asi
T 0)\(a b)_(5 -12)_ (13 0\(a b) (5 -12
0 r/\c d/7\12 5 0 13)\c d)J7\12 5
luego

5
3
La matriz de la rotacion es

(5/13 —12/13
1213 sm
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4 El transformado de x=3c, +4dc,
513 —1213] _[63 =16
3 4 L[ =28
[ ][11/13 si3)7(3 B
i L6316
ucgo X =6 -6
35, Escribir las matrices de las dos semejanzas que transforman el
vector x=4e,—2¢; en y=10¢,~ 10e;.
Solucion
Se cumple que
a —b\ [ 4\_( 10 3 3 -1
G 72 (D)= fz-meC )
a  b\( &) [ 10)_fa= 1 1 -3
(b —a)(~2):(710) = { =3~ M”(-s -1)
36. Utilizando la expresion matricial de las semejanzas, estudiar si
el conjunto de las semejanzas tanto directas como inversas tiene

estructura de grupo abeliano respecto al prodacto o composicion
de semejanzas.

Solucion

— Operacién interna:

g :
wep=(5 ") a5 7Y
¥ = —bd —(ad
sy, s 2 )

Cumpliéndose:



(ac—bd)? +(ad +be)? =c*(a® +b?) +d?(a’ +b%) =
224 di=rd (et +dY) =1 - PP =(rf =r"?
La cumple.

— Propiedad asociativa:

Misy) - [M(s;) M(s3)] =[M(s,) M(s2)] M(s5)
que también la cumple.

— Elemento neutro: Es la transformacion identidad.

— Elemento inverso: Sea H una homotecia de razon r#0 y S
una simetria. La semejanza H - S tiene como inversa

(H-S)'=S"'H'=S-H!
que existe porque existen S y H " La razon de H™' es  y la

razén de SH™' es L

T
Sea H una homotecia de razén r#0 y G un giro.
La semejanza HG tiene como inversa:
(HG) '=G™'H™
que existe porque existen G y H™.

=GH™!
— Propiedad conmutativa: Tomemos una semejanza directa y

otra inversa
b -4
Més)) (: _a) M(s,)=(: )

G
db  cbida
M)« MO (da+cb 4“741’])

ca+db cb—da
M) Misa)= ( da+cd —(cl+db))
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M(s,) - M(s;)#M(s,) - M(s,)
No es conmutativa.
El grupo no s abeliano.

31. Utilizando la expresion matricial de las semejanzas directas es-
tudiar si tienen estructura de grupo abeliano respecto al produc-
to 0 composicion de semejanzas.

Solucion
— Operacién interna: La cumple

e N

— Propiedad asociativa: La cumple.

— Elemento neutro:

— Elemento inverso:

M(s)=(: ":)

Su simétrico o inverso es

M(s

que también es semcjanza directa.



— Propiedad conmutativa:
~d\(a ~b) (a, -b\fc —d
AUy UYL C I

=Mts,) - Mis,)

Es un grupo abeliano.

38. Definir el centro y la razén de semejanza
Ixtdy+l
4x43y+2

v
Yy
indicando si es directa o inversa.

Descomponerla en producto de traslaciones, homtecias, giros y
simetrias.

Solucion
Las ecuaciones se pueden poner de forma matricial
G- 3)C)
y-2)"\-4 3
La razon la obtenemos asi: 37+43=5% = r=5
El centro como es un punto invariante:
{x— 3x+dy+1 2,{ Ztdy==1

3
=x=.y=

10
son las coordenadas del centro.

Como se trata de una semejanza directa se descompone en pro-
ducto de homotecia de razén S y rotacion

R R
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La matriz del giro o rotacién es
3

“iw s

5
4
5

Podemos pues descomponer la semejanza dada en una trasla-
ion de componentes 1y 2, en una homotecia de centro (5. ~ 5

y razén S y en un giro de matriz
3

i wle

5
4
5

39. Definir el centro y la razén de semejanza

(%, y)— (x+/3y, 3+3x-y)
indicando si es directa e inversa.

Descomponer en producto de traslaciones, giros, homotecias
y simetrias.

Solucion
Se puede poner la semejanza de forma matricial
(2206
SEAANERS VA
La razon la obtenemos asi: 12+(,/3=2?

El centro al ser punto invariante
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x=x+3y }=
y=3=3x-y
El centro es (=1, 0)
Como se trata de una semejanza inversa se puede descomponer
en producto de la homotecia de razon 2 por una simetria:

(06 D-Cs2)=6 96 (6"

N
La matriz de la simetria es
(1/2 \/E/z)
WE ST

Para conocer la ecuacién del eje de simetria lo hacemos consi-
derando invariantes los puntos del eje

e =x=./3y
V) v
= ) ’ZY

Podemos descomponer la semejanza dada de centro (~1, 0) y
razon 2 en el producto de una traslacion de vector de componentes
(0, \/3) por una homotecia de centro (~1, 0) y razon 2 por una
simetria axial de eje x=\/3y.
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7. Areas y volumenes de
cuerpos geometricos

CONCEPTOS TEORICOS
— Prisma

— Piramide

— Cilindro

— Cono

A =P-a
A, =P-a+2B
V =B'h
P-a

A :PT

‘a
By m—n
. Bzh+ﬂ
V=g
A, =2mr-h
A, =2nr - h+2ar?
V =n?-h
A =mg
A, =mgtar

3
v =m’h

m



m

— Tronco de pirimide

— Tronco de cono

— Zona o casquete esferico

— Superficie esférica

— Huso esférico

— Sector esferico

— Esfera

— Cufia esferica

A PP

2

A, ="P+];) 2 B4B

y _B+B+/BB) b
- 3

A £r(R4ng
A, =n(R+r)g+nR?+nr

(R*+r*—Rr)-h

A=2nr-h

A=4nr?




PROBLEMAS
1. Determinar el drea de un octaedro regular de lado 8 cm.
Solucion

El octaedro esta formado por ocho mtngnlos equilteros
iguales. El area de uno de cllos la obtenemos asi

N
m=¥=%.\/j=mﬁ em?

h?=82-42=48 > h=

Area octaedro=8 A=8(16,/3)=128 /3 cm?
2. Calcular el drea de un icosaedro regular sabiendo que la altura

de uno de los tridngulos regulares que lo forman mide 2,/3 cm.
Solucion

El icosacedro regular s un poliedro formado por 20 tridngu-
los equiliteros iguales

R L R

LY. By

Area icosaedro=20x (4,/3)=80,/3 cm®
3. Hallar el drea de un cubo sabiendo que la diagonal de una cara
mide 5./2 m.

m



=241
(5J/27=2% = 50=22 =>1=5m
Arca del cubo=6x Area cuadrado=6x12=6x52=150 m?

4. La suma de la diagonal de un cubo y la diagonal de una cara es
40 cm. Calcular el drea total y el volumen.

Solucion

Por tanto:
Luego
2
Am=6a==o-(. e )cmz
VNG
s

Volumen:a’:(, o )cm;

Vi+/2
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5. Determinar el drea lateral y total de un prisma recto de 12 cm de
altura'y de base un tridngulo rectingulo de catetos 9y 12 cm.

Solucion

Area lateral = Perimetro x altura

a base es un tridngulo rectangulo de catetos 9 y 12 cm
la Inpmcnuu vale

=9+ 12% =15
P=9+12+15=36 cm
=Pxh=36x12=432 cm?
9-12

A=A +2B=432+2. 540 cm?

6. De las tres aristas concurrentes en un cubo, una se aumenta en 3
cm, otra en 4 cm y la tercera se disminue en 2 cm; queda asi
convertido en un ortoedro cuyo volumen excede al del cubo en
672 cm’. Hallar la arista del cubo.

Solucion

Volumen ortoedro=(a-+3)(a-+4)(a—2)
Volumen ortoedro=Volumen cubo+672
Luego
(a+3)(a+4)(@a-2)=a+672
a’+5a%-2a-24=2% 4672
~22-69=0
a=2¢mzz_ﬂ_m= { 12
10 10 negativo
La arista del cubo es a=12 cm.
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7. La suma de las aristas de un tetraedro regular es 24 cm. Hallar
su_volumen.

Solucion
6a=24=a=4cm

Para ¢l volumen necesitamos conocer el baricentro de la
base, luego su altura

=RV

w5

El area de la base es:
W _4x2/3_,
72

3 em?

e A A
Volumcn—iﬂxhrsbﬁxﬁAT cm

®

Un huso esférico de 120° pertencciente a una superficie esférica
de radio 3 cm tiene igual drea que un casquete perteneciente a la
misma_superficie esférica. Calcular la altura del casquete.

Solucion

Arca casquete=2nr - h=6zh

2
Area huso csfcnco:% %‘l‘l_m

Luego
6rh=12x = h=2 cm.
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°

Un circo utiliza una tienda de lona de forma cilindrica de 16 m
de radio y 3 m de altura, terminando por un cono del mismo
radio y 12 cm de altura. ;Cudnto le costard a este circo hacer
una tienda nueva si la lona vale a 950 pesetas/m?, sabiendo que
se desperdicia de lona 6,5 m*?
Solucion

Se trata de un cilindro de radio 16 m y altura 3 m, por
tanto,

A=2mth=2n- 16 - 3=96n m?

La cipula es un cono de radio 16 m y altura 12 m
Aj=m h?+17=16m,/122+167=16 - n - 20=320% m*
Como se desperdicia 6,5 m?
Lona=A, +Aj+6,5=961+320n+6,5=131274 m.
Precio=1.312,74 x950 = 1.247.103 pesetas.

10 El lado de un exdgono regular mide 6 cm. Calcular el drea
lateral y total el cono circunscrito a la pirdmide que tiene por
base el citado exdgono y 8 cm de altura.

Solucion
El cono circunscrito tiene de radio 6 cm, igual que el lado

del exigono. La altura del cono es la misma que la de la piramide,
luego

A +B=607+361=96n cm?

Un octaedro regular se diide en dos pirimides cusdrangulres
cuya arista mide 10 cm. Se pi

m



1) Area del octaedro.
2) Volumen del octaedro.

/15-25=/50=5./2
1 1 1 500
V=3Bxh=3l -h=310"-5 szﬁ om®

Volumen ortoedro=2 volumen pirsmide =

o M2 _oogiﬁ

3

om?®

12. Un cono que tiene su vértice en el centro de un cubo de 8 cm de
arista, su base es el eircalo inscrito en la base del cubo. Hallar:

1) Su drea lateral.
2) Su drea total.

3) Su volumen.
Solucion
La altura del cono es 4 om y ol radio de la base es también 4.

A=mg=nr,/tT+hi=n-4./47+47=16/2n cm?

7



2

A=A+ =16,/2n+16z=167(1+./2) cm?

3)

64

1.,
=iarth=16n - 4=
Volumen=3r*h =y 16x

13. Hallar el volumen de un cilindro de 4 m de didmetro y 4 m de
altura, de una esfera de 4 m de didmetro y de un cono de 4 m de
didmetro y 4 m de altura. Obtener los tres volimenes y determi-
nar la relacién que existe entre ellos.

Solucion

V,=Volumen cilindro=nr*h=n-2?-4=16n m*

4,4 R
V,=Volumen esfera=nr’ =5 - 7 23 =>oxm®
3™ -3 3
V,=Volumen mnn%u‘h;%n 2 »4=“’T"

Resulta:
Vi) VY,
V=2V,

14 En una esfera de 10 cm de radio se traza un plano que dista 8
cm del centro. Se pide:

1) El drea de los dos casquetes esféricos.
2)  El volumen del sector que comprende el menor casquete.

3) El volumen del cono que tiene por vértice el centro de la
esfera y por base el plano.



Solucion

n
A,=2nRh=2z - 10+ 2=40n cm®
A,=2nRW =2 - 10 18=360n cm?
2)
2 o, 2 400n
A U B M.
Vi=jRh=Jnc 107 2= am
3

e - X=-§n(k’—8’}- 8

=(10?-8?)- 8=96n cm®

15. Un rectingulo al girar sobre los dos lados contiguos engendra
dos cilindros cuyos cuyas dreas totales son 98 y 1.152n. (Cud-
les son las dimensiones del rectngulo?

Solucion

Al girar sobre el lado mayor b
A,=2nab +2ma? = 2na(a +b)
Al girar sobre el lado menor a
Aj=2nba +2rb*=2b(a+b)
De donde
Ima(a+b)=98n | _ ala+b)=49
2nbla+b)=1152x | ~ bla-+b)=576

?+ab
576=b?+ab

49+576=a"+2ab+ b

= @25=(a+b)? = atb=25

Por tanto,



9
a+b
_5%6 _s76

farras

16. Durante la reparacion de averias en la conduccién de aguas a
una ciudad hay que habilitar un depésito provisional de forma
cilindrica. Este depésito tiene una altura doble que la del didme-
tro y entre ambas longitudes suman 60 m. ;A cudntos litros
diarios hay que racionar el agua por habitante para que el agua
del depdsito llegue a los 20 dias de las reparaciones? La pobla-
cién tiene 15.700 habitantes.

Solucion

Se tiene:
2d+d=60=>d=20 y r=10
V=n-r?-(2d)=10% - n - 40=4.000n = 12.560 m*

12.560.000 1

Raciones =15.700 x 20 =314.000.

12.560.000

314000

Agua por habitante/di: =40 litros.

17 Dos cajas de detergente de 22,5 cm por 8 cm y por 15,5 cm una
y otra de 21 cm por 7,5 cm por 16,5 cm se compran al mismo
precio. (Cudl de los dos detergentes es mds barato?

Solucién

V,=22,5x8x155=2.790 cm®
V,=21x7,5x16,5=2.598,75 cm?
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Es més barato el primer detergente, ya que al mismo precio cl
volumen es mayor.

18. Una esfera ha sido embalada en una caja ciibica cuya arista
mide 50 cm y tal que todas sus caras son tangentes a la esfera.
Se pide:
1) Volumen de la esfera.
2) Espacio vaclo que se ha rellenado con embalaje.

Solucion

1r~25’=62'3ﬂ" om?

50°=125.000 cm®

=59.583,3 cm?®

Espacio vacio=V,—V,= 1zs.ooo-@

19. Un vaso estd lleno de agua. Se introduce en él una esfera y se
derraman 36n cm® de agua. Calcular el radio de la esfera.
Solucion

v=3(m=; aR> =36x; R = R=27=R=3cm

20, El perimetro de un tridngulo isésceles s 64 cm, y cada uno de
los lados iguales excede en 11 cm al lado BC. Hallar:

1) Ios lados y la altura.



2) El drea total y el volumen del cuerpo engendrado por
este tridngulo al girar sobre la altura.

Solucion

n
2tb=641 ) (114b)+b=22+3b=64 = b=14 cm
a=11+b

a=114b=11414=25 cm y altura h=,/257—7°=24 cm
2) Al girar sobre la altura se engendra un cono

A=nrg=1-251=1757 cm?

A=A +rr =175 +497=2247 cm?

1 ;|
v =§m‘1h=§ﬂ R /25’—72=§n 49 - 24=3927n cm®
21. Determinar el drea lateral, el drea total y el volumen de un cono

de revolucién, sabiendo que el desarrollo de su superficie lateral
es un sector circular de 12 cm de radio y 18,84 cm de longitud

de arco?
Solucién
L=1884= 2u=>r-9 =3cm
g=12 cm
L ‘”4 - 12=113,04 cm?

A=A+art=A+ 3 1=11304+2826=1413 cm?

v »nr‘h-- 28,26 h-- 2826 - /127 =37 =2826 /15 cm®
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22 En un jardin de 80 mx 100 m. Se construye una ina que
tiene 20 mx 24 m y 2 m de profundidad. Si la tierra extraida se
esparce por el resto del terreno de forma homogénea, cudnto se
habrd elevado éste?

Solucién

Volumen piscina=20x 24 x2=960 m®
Volumen ortoedro=960=80x 100 xh = h=%=0.12 m.

El jardin se ha clevado 0,12 m con la tierra extraida.

23, Una pirdmide cuadrangular regular tiene de base una cara de
un cubo de 64 cm? de volumen. Si el vértice de la pirdmide es el
centro del cubo. Determinar:

1) Su drea lateral.
2) Su drea total.
3) Su volumen.

Selacin V=P=64 = 1=4

1) _A)xzﬂzm%fz: 16/2 cm?
2)

3)

24 Un tridngulo rectingulo de lados 3, 4 y 5 cm gira alrededor de
cada uno de sus catetos y de la hipotenusa. Hallar el drea late-
ral, el drea total y el volumen de cada uno de los cuerpos asi
formados.



Solucion

— Cateto mayor sobre el cje
Aj=nrg=3-5- =15z cm?

A=nrg+nr’=15n+9n=24n cm?

e T s
V—im' hAEn 3?-4=127 cm
— Cateto menor sobre el cje

Aj=nrg=4-5 1=20n cm?
A=A +rr?=20n+167=36x cm?

1, 0
=—nrh=cg- 42 - 3=1 3
jrth=3n 67 cm

— Hipotenusa sobre ¢l eje

3:4=5-1=

Aj=nrg’ =5 em?

36
5
48n 36

A,=A;+A,”:T"+—”

12
Af=mrg'= 3n=

5
1, 1(11)'_13_2.304

5) 5T

L2V .91
5) 5T T

2304 1296 3.600
5T

s
375 "™
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25 Dos monumentos tienen el mismo volumen. Uno es un cubo de 8
m de arista y el otro es una pirdmide regular de base cuadrada
de 8 m de lado. Hallar la altura, la apotema y la longitud de
la arista lateral de la pirdmide.

Solucion

vV, =8'=512 m*

V.=8'=512 m*

1o, _Loa V=V, =
jﬂh—JX h

s’:%x’h =h=24m

’+(%)1=\/W:4\/3’1 =

7 .
= a‘+(%) =/592+16=4,/38 m

26 Un prisma recto tiene de bases rombos cuyas diagonales miden
64 cm y 48 cm. Calcular el drea lateral, el drea total y el
volumen del prisma, sabiendo que su altura y su arista bisica
miden lo mismo.

Solucion

Area bnse;M_M_lsze cm?

124 =40 em

El lado de la base y la altura miden 40 cm.
A=Pxa=(4 DI=6400 cm?

A=A +2B=6400+2 - 1536=9.472 cm?
V=Bh=1536 - 40=61.440 cm’
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27, Se tiene un cono de base tangente a una esfera y cuyo vértice es
el centro de la esfera. Ademds es: Volumen de la esfera igual a
16 veces el del cono y volumen de la esfera menos el del cono
igual a 106 cm®. Calcular el radio de la esfera.

Solucion

Veir=16 Voo
V aten— Veano= 106

Se tiene:

Luego:
L
dRI=16 - Lar
7R =16 3nr’R
4 o1
4o Leora
7RI —3mrR=106

de donde

Ri=4r=() > ;’:G)

15
rnl’:l(}ﬁ = R*=27=R=3 em.

28. El radio de una naranja pelada, supuesta esférica es de 6 cm y
se descompone en 16 gajos iguales. Calcular el volumen de un
gajo y su superficie total.
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Solucion

El volumen coresponde a un huso esférico de amplitud
30225, por tanto
16 M
aton no6 25
P

El drea corresponde a un huso esférico de amplitud 22,5

=18 n cm®

29 Calcular el drea total y el volumen del cilindro circunscrito a un
prisma rectangular que ticne de altura 10 cm y de base un cua-
drado de 6 cm de lado. ;Cudl es el volumen comprendido entre
ambos cuerpos?

Solucion

A =2mth=2r-3,/2-10=60,/21 cm?
A, =A,+2B=60,/21+2n(3,/2)=60,/2n+36n cm®
V, =mr*h=(3,/2? - 10=180 n cm®
V, =Bh=I"-h=6-10=360 = cm*
Volumen comprendido=V,—V,=180(x—2) cm’.
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30.

31

Determinar el drea lateral y total de un cono recto cuya genera-
triz y radio son 15 y 9 ¢m, respectivamente.

Este cono se secciona por un plano paralelo a la base obte-
niéndose un cono truncado de altura § cm. Calcular el drea del
tronco de cono y del cono truncado asi obtenido.

Solucion
A=mg=n-15-9=135 x cm?
A=nrg+m?=135 7481 1=216 = cm?
Obtenemos la altura del cono
= /15 -92=12 em
Por tanto la altura del tridngulo pequefio es 4 cm.
El radio correspondiente vale

4
& gal—] om

=n(r—r)g=n(9-3): 15=90 n cm?
Al=Aj+art+rr?=90 n+81 n+9 n=180 = cm?

Determinar el drea de la figura engendrada por un segmento de
20 em de longitud, que tiene con el eje de giro las siguientes
posiciones:

1) Un extremo comiin con el eje y forma con él un dngulo
de 30°.

2) Un extremo en el eje y forma con él un dngulo de 90°
3) Paralelo al eje y a 5 cm de distancia.

4) El punto medio dista 4 cm del eje y forma con ¢l un
dngulo de 30°.

5) El punto medio del segmento estd en el eje y forma con
él un dngulo de 30°.
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Solucion

1) Resulta un cono de radio r=10-w1}0°:20-;:10 y de
altura h=/207°-10=10,/3 em
Ay=mrg=n-10-20=200 x cm?
A=A +mr2=200 14102 7=300 7 cm?
2)  Un circulo de radio 20 cm
=207 £=400 7 cm?
3)  Uncilindro de 20.cm de altura y 5 cm de base

4)  Se forman dos conos de generatrices 18 y 2 cm.
— El cono mayor de generatriz 18, tiene de radio

Aj=mg=n-9- 18=162 x cm?
=Aj+nr? =162 n+9? x=243 n cm?

— El cono menor de generatriz 2 tiene de radio

r=2-sen30°=

Ay=nrg=n-1-2=2ncm’
4t =2n+n=3ncm?

Luego

Se forman dos conos iguales de generatriz 10 cm y de
adio de 1 bt



r=10-sen30°=10-%=i cm

Aj=2A{=2mg=2r - 5 - 10=100xcm?
A=2A;=2A]+ 27r? = 100z + S0x = 150n cm?
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